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277.

Analyse mathématique. — Mémoire sur l'emploi des variables complé-

mentaires dans le développement des fonctions en séries.

C. R., T. XX, p. 280 (3 février 1845).

On appelle, en Arithmétique, nombres complémentaires (') deux

nombres dont la somme est une unité d'un certain ordre; et l'on dit

de même, en Géométrie, que deux angles sont compléments l'un de

l'autre, lorsque leur somme équivaut à un angle droit. En transpor-

tant cette locution dans l'analyse algébrique, nous appellerons varia-

bles complémentaires deux variables dont la somme sera l'unité. L'objet

de ce Mémoire est de montrer les grands avantages que présente l'em-

(1) En étendant cette définition, oa a dit encore que deux nombres étaient compléments

l'un de l'autre, quand ils offraient pour somme un nombre donne. L'usage des complé-

ments dans les opérations de l'Aritlimélique est Tobjet spécial d'un Ouvrage publié en

i8.i3 par M. Berthevin. En parcourant dernièrement cet Ouvrage, j'y ai trouvé, pour le

calcul abrégé du produit de doux nombres, quelques règles dont chacune coïncide au

fond avec celle que j'ai rapportée dans le Compte rendu de la séance du j 6 novembre 1840

[page 795 («)], et qui s'y trouve exprimée en termes tellement simples que, pour la dé-

montrer, il suffirait do traduire son énoncé en formule algébrique.

C) Œuvres de Caucliy, S. I, T. V, p. 43i.



6 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE.

ploi des variables complémentaires dans le développement des fonc-

tions en séries ordonnées suivant les puissances entières, positives,

nulle et négatives, d'une ou de plusieurs variables.

Analyse.

§ I. — Considérations générales.

Soit

oc := r eP 'J~

une variable imaginaire dont r désigne le module et p l'argument.

Nommonsj une autre variable liée à iv par l'équation

Je dirai que les deux variables ^, y, dont la somme est l'unité, sont

complémentaires l'une de l'autre. Soit maintenant

(2) z=-.^
X

le rapport des deux variables complémentaires y et x. On tirera des

équations (i) et (2), non seulement

(3) y—^^x, z---—\,

mais encore

(4) X — \ — Y, -rzrl+s.
X

Or il suit évidemment des formules (4) que toute fonction entière

de X et de -» c'est-à-dire tout polynôme composé de termes propor-

tionnels à des puissances entières, positives, nulle et négatives de x,

pourra être transformé en une fonction entière des deux variables j, :?;

et, réciproquement, il suit des formules (3) que toute fonction en-

tière des deux variables 5, y pourra être transformée en un semblable

polynôme. Donc, lorsqu'une fonction F(^) de la variable x aura été

développée suivant les puissances entières, positives, nulle et néga-
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tivcs de cette variable, il suffira de recourir aux équations (4) pour

transformer ce développement en une série ordonnée suivant les puis-

sances entières, mais positives de j, z. Si, au contraire, par un moyen

([uelconque, on est parvenu à développer ¥(x) en une série simple,

ou même en une série double, ordonnée suivant les puissances en-

tières, mais positives de y et z, il suffira de recourir aux équations (3^

pour transformer cette série en un développement ordonné suivant les

puissances entières, positives, nulle et négatives de la variable x. H

y a plus : on doit étendre cette remarque au cas où la fonction F(.r
j

serait développable en une série ordonnée suivant des puissances

fractionnaires ou irrationnelles des variables j, z; ce qui arriverait,

par exemple, si F(a7) pouvait être considérée comme le produit d'un

facteur équivalent à une puissance positive ou négative, fractionnaire

ou irrationnelle de la variable j, par un autre facteur développable en

série ordonnée suivant les puissances entières et positives des deux

variables j, z.

Il arrive souvent que le développement de la fonction V(a^) en une

série ordonnée suivant les puissances entières de la variable x exige

de lohgs calculs, et qu'il est, au contraire, facile de développer cette

fonction en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de

la variable complémentaire y, et du rapport :; ou - de ces deux va-

riables. Alors les transformations que nous venons de mentionner

deviennent très utiles, et, par conséquent, la considération de la va-

riable complémentaire fournit le moyen d'abréger notablement le

travail.

D'ailleurs les formules que fournissent les diverses transformations

dont nous venons de parler subsistent seulement sous certaines con-

ditions et supposent évidemment la convergence des séries transfor-

mées. Il est essentiel de connaître ces conditions, et c'est pour y par-

venir que nous avons établi la plupart des théorèmes énoncés dans la

dernière séance. Nous allons, dans le paragraphe suivant, présenter

quelques observations qui permettront d'introduire dans noire ana-



8 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE.

lyse une précision plus grande, et de donner aux théorèmes dont il

s'agit une extension nouvelle.

§ II. — Théorèmes généraux.

Dans le Mémoire que renferme le Compte rendu de la séance du
o.o janvier dernier, nous avons établi le théorème suivant :

Théorème I. — Soii

œ ^^ r e'' v'-'

une variable imaginaire dontp désigne l'argument. Soit encore f{x) une
fonction de x qui se décompose en deux facteurs représentés, l'un par
vs{x). Vautre par ï{y), y étant lui-même fonction de x; et supposons
que ï(y) reste fonction continue de y pour tout module de y qui ne sur-

passe pas une certaine limite y. Enfin, soit A, le coefficient de af dans le

développement de f{x) en série ordonnée suimnt les puissances entières
de X ; et posons

y

Au développement de ï{y) en série ordonnée suivant lespuissances entières
et ascendantes de y correspondra un développement de A„ qui sera con-
vergent si la valeur trouvée de Y rend convergente la série modulaire qui
correspond au développement de l'intégrale

suivant les puissances entières et ascendantes de Y.

Corollaire/. - Supposons maintenant que u(x) reste fonction con-
tinue de^, pour tout module de x inférieur à une certaine limite x.
Concevons d'ailleurs que la valeur de n soit positive, la lettre n repré-
sentant un nombre entier quelconque, et que le développement de
F(^) en série ait été effectué pour un module r de o^ inférieur à x,
mais très peu différent de x. Enfin prenons

y= i — x.
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L'intégrale (i), dans laquelle on devra supposer le module r de x in-

férieur à la limite x, deviendra

•^ — u

et, en raisonnant comme à la page i34 ('), on prouvera que le déve-

loppement de l'intégrale ( 2) en série ordonnée suivant les puissances

ascendantes de Y est convergent avec la série modulaire correspon-

dante quand Y vérifie la condition

Y<i.

Corollaire II. — Concevons à présent que l'on prenne, non plus

mais
I — X

L'intégrale (i) deviendra

(3) -^ r.--—^-.^^.
Or, si le rapport

i-hY

est inférieur à la limite x, la valeur de l'intégrale (3), comme on l'a

déjà remarqué (page i35) (-), sera ce que devient l'expression

X X"'~^
^{x) ~m{o) cj'(o) — ... GT^"-'Uo)

I 1 . 2 . . . ( /i — I
)

^ '

- ______

quand on y pose
Y

Donc, par suite, pour que le développement de l'intégrale (3), suivant

les puissances entières et ascendantes de Y, reste convergent avec la

série modulaire correspondante, il suffira que le développement de la

(») OEuvres de Caachy, S. I, T. VIII, p. 43 1.

(2) Ibid., p. 432.

OFAivres de C. — ^.\,X.V^. o
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fonction

{
^'

\n- Y

suivant les puissances entières et ascendantes cle Y, reste lui-même

convergent avec la série modulaire qui correspond à ce dernier déve-

loppement. La condition que nous venons d'énoncer doit être généra-

lement substituée aux conditions (9) de la page i35 (*), et s'accorde

d'ailleurs avec elles dans le cas spécial que nous avions particulière-

ment en vue, c'est-à-dire dans le cas où vs{x) se réduit à une puis-

sance positive ou négative de i — o^. En effet, si, pour fixer les idées,

on pose, comme dans le Compte rendu de la séance du 27 janvier

(page 2i7)(-),

on en conclura

v{ il est clair que le développement de

suivant les puissances ascendantes de Y, sera convergent avec la

série modulaire correspondante, quand Y vérifiera la condition

Y<i.

D'autre part, lorsque l'on pose

la limite x se réduit à l'unité, ce qui fait disparaître la première des

conditions (9) en la réduisant à la formule

Y'<oo.

Ajoutons que, en vertu des observations précédentes, le théorème II

de la page 187 (') subsistera, non seulement quand la valeur de u{x^

( ') OFAivrex do Caucliy, S. I, T. VIII, p. 432.

(2) Ihid., p. 44o-

(3) Ibid., p. 434-
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sora donnée par l'équation (4), mais encore dans le cas contraire, si,

d'ailleurs, la valeur de Y rend convergente la série modulaire qui cor-

respond au développement de la fonction

Y
GT| ------

I -H l

suivant les puissances entières et ascendantes de Y. Il y a plus : on

pourra supposer, dans ce théorème, comme au commencement de ce

paragraphe, que u(x) reste fonction continue de x seulement pour

tout module de x inférieur à x, et que A„ représente le coefficient

de^r" dans le développement de F(^), calculé pour un module de x

inférieur à la limite x, mais très peu différent de cette limite. En con-

séquence, on pourra énoncer la proposition suivante :

Théorème II. — Soù _

une variable imaginaire dont r désigne le module el p iargument.

Soient, de plus, xsi^x) une fonction de x qui reste continue pour tout mo-

dule de X inférieur à une certaine limite x, et f(y, z) une fonction de

y, z qui demeure continue pour tous les modules de y, z qui ne surpassent

pas Certaines limites y, z. Faisons d'ailleurs

\-^'-, 7.= '-,

y z

et nommons V{x) une fonction de x déterminée par le système des équa-

tions

(5) F(x) = Gj(^-)f(j,--),

I — .r

(6) V =3 I — X, z = >

en sorte que, dans l'équation (.)), x, y représentent deux variables com-

plémentaires, et z le rapport de ces variables. Enfin supposons que, pour

un module de x inférieur à la limite x, mais très peu différent de cette

limite, on ait développé la fonction F(x) suivant les puissances entières,

positives, nulle et négatives de x, et que, la lettre n désignant un nombre

entier quelconque, on représente par A^ le coefficient de x" dans le déve-
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loppement de F(^). Alors, au développement de f(j', s) suivant les puis-

sances entières et ascendantes de y, z, répondra un développement de A„

qui sera convergent avec la série modulaire correspondante si les valeurs

de Y, Z vérifient la condition

(7) Y4-Z<.,

et si, d ailleurs, la valeur trouvée de Y rend convergente la série modu-

laire qui correspond au développement de

Y
GT

suivant les puissances entières et ascendantes de Y.

En partant du théorème qui précède et en raisonnant comme nous

l'avons fait dans le Mémoire du 27 janvier (page 21 3, etc.) ('), on

établira la proposition suivante, qui se trouvera substituée au théo-

rème II de la page 216 (-).

Théorème III. — Soit xsi^x) une fonction de x qui reste continue, par

rapport à la variable x, pour tout module de x inférieur à une cer-

taine limite x. Soit, de plus, ï(^y,z) une fonction de y, z qui reste con-

tinue, par rapport ày et z, tant que le module de y ne surpasse pas une

certaine limite y, ni le module de z une certaine limite z. Faisons d'ail-

leurs

y z

et nommons F{x) unefonction de x, déterminée par le système des équa-

tions

I — .X

y — X, ^ _ ^ •

Supposons que, pour un module de x inférieur à la limite x, mais très peu

différent de cette limite, on ait développé la fonction Y(x) suivant les

puissances entières, positives, nulle et négatives de x; désignons par n,

(!) OEuvres de Cauchy, S. I, T. VIII, p. 435, etc.

r*) Ibid., p. 439.
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m, m' trois nombres entiers quelconques, et représentons : i° par A^ le

coefficient de x" dans le développement de YÇ^x); 2" par H,„ ,„- le coeffi-

cient du produit y^^z"'' dans le développement de f(y, z) suivant les puis-

sances entières et ascendantes de y, z. Enfin, concevons que la fonc-

tion f(j', 5) renferme, avec y et z, divers paramètres

a, b, ..., a', b', ... ;

admettons que, pour des valeurs nulles de ces paramètres , chacune des

limites y, z surpasse le nombre 2, et que les coefficients

^iif "m, m'

restentfonctions continues de

a, b, . . ., a', b',

pour des modules de ces paramètres inférieurs à certaines limites. Si, pour^

de semblables modules, les valeurs de y, z sont telles que l'on ait constam-

ment
Y+Z<i,

et que le développement de la fonction

"(tty)

reste convergent avec la série modulaire correspondante, alors on aura

toujours, entre les limites assignées aux modules des paramètres a,b^ . .
.

,

a',b\...,

(8) A„:rr2H,„,„,A-^-'A-„_,„

la somme qu'indique le signe E s étendant à toutes les valeurs entières,

nulle et positives des nombres m, m! \ la valeur de k,^ étant

(9) ^"^ ^ /
^^'''^i^)dp,

et la lettre caractéristique A des différencesfinies étant relative au nombre

entier n.
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Corollaire I. — Si, pour fixer les idées, on suppose

S désignant une quantité quelconque positive ou même négative, alors

non seulement la limite x du module de x se trouvera réduite à l'unité,

mais de plus, en posant, pour abréger,

r ^ s{s -h\). . .{s A- n — \)

*• ^ I .2. . . «

on aura

et par suite la formule (8) donnera

(lo) A„" 2H,„,,„'[.v — m — /«']„+,„••

Corollaire IL — Si, dans la fonction

on remplace le facteur ï{y, z) par un produit de la forme

9(-)x(j>

alors, eu égard aux équations

I

a: = I — V, — :=: I + ;;

r

on aura identiquement

puis on en conclura

(n) H,„,,„={-iy"' '

^ --^—^,
1 . 2 . . . /« 1 . 2 . . . m'

chacun des produits
1.2... m, 1.2... m'

devant être remplacé par l'unité, quand le nombre m ou m' s'éva-

nouit.
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Corollaire III. — Si l'on suppose ù la fois

ot, par suite,

OU tirera des formules (lo) et (i i)

1.2. . .m i .1. . .m' j« '«

Corollaire IV. — Concevons maintenant que, dans la formule (12),

on pose
'j(.r) 1= (i — ax)^ (i — è j:-)"'

. , . ^{x)

et

y{x) — {i — a'x)\^- (i — b'xy. . . X(.r),

a, V, . . . , a', v', . . . étant des exposants réels,

a, b, . .
.

, a', b' , ...

des paramètres réels ou imaginaires dont les modules

a, b, ..., a', b', ...

seront inférieurs à l'unité, et

deux fonctions de x dont chacune reste continue pour tout module

fini de x. Alors, en raisonnant comme dans le précédent Mémoire,

on reconnaîtra que le théorème III de la page 222 (') s'étend au cas

même où l'exposant s cesse d'être renfermé entre les limites o, i. On

pourra donc énoncer encore la proposition suivante :

Théorème I. — Soit F(^) une fonction déterminée par une équation de

la forme

(') OEui'res de Cauchj, S. I, T. VIII, p. 44 J.
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s désignant une quantité quelconque positive ou négative. Supposons,

d'ailleurs,

(i3)

a, V, . . . , [x', v', . .. étant des exposants réels, <P(ic), X(.cc) deux fonc-

tions toujours continues de x, et

a, b, ..., a', b', ...

des paramètres dont les modules

a, b, ..., a', b', ...

soient tous inférieurs à l'unité. Enfin, supposons que, pour un module

de X inférieur à la limite i , mais très peu différent de l'unité, on déve-

loppe la fonction F(rr) suivant les puissances entières, positives, nulle et

négatives de x, et que, n étant un nombre entier quelconque, on désigne

par A„ le coefficient de x" dans le développement de Y {x). Si leplus grand

des rapports

i — a I — b

joint au plus grand des rapports

a' b'

I — a' I — b

fournit une somme inférieure à l'unité, alors on aura

(i4) A„= 2(- i)'" ^ ^-^ ^ ^ \ {s -m- m']«+,^.,
^ ' I.2...W 1.1... m

la valeur de \s^n étant déterminéepar laformule

.s(y + I)..(9 + /^ —
[']"="

FT^r::;^

Corollaire 1. — Si l'on nomme Y le plus grand des rapports

a b

I — a I — b
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et Z le plus grand des rapports

a' b'

j — a' I — b'

on pourra énoncer très simplement le théorème IV en disant que, dans

les suppositions admises, le coefficient A„ sera développable par la for-

mule (i4) en une série convergente, si l'on a

(i5) Y-f-Z<i.

Corollaire IL — On pourrait conclure immédiatement du théorème I

(corollaire II) que la condition (i5), supposée remplie, assure la

convergence du développement de k,i correspondant au développe-

ment du seul facteur X,(~ )' suivant les puissances ascendantes de la

variable ;s = — — i. En effet, l'équation (12) sera évidemment réduite

à la forme

(16) V{x) = w{x){{z),

la valeur de z étant

in). '=-1-^

si l'on pose

(18) rn{x) = {i-jr)-^<?{a:), {{z) = x{i-z),

et il est clair que, dans ce cas, eu égard à la seconde des équa-

tions (i3), {(z) restera fonction continue de z, pour tout module de z

inférieur au module représenté, dans la formule (i5), par la lettre Z.

Alors aussi au développement de f(s) suivant les puissances entières

et ascendantes de z correspondra un développement de A„ qui, en

vertu du théorème I (corollaire II), sera convergent avec la série

modulaire correspondante, si la valeur trouvée de Z rend conver-

gente la série modulaire qui correspond au développement de la

fonction
Z

i+Z
Œuvres de C. — S. I, t. IX.
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suivant les puissances ascendantes de Z. Mais, eu égard aux for-

mules (i3) et (i8), on aura

(19) ct(^) =;(i--^)-*(i — a.v)^{i — hj^y. . . ^{x),

par conséquent

i + lj (n-Z)H--^''---*- \j-^zj'

et il résulte de la formule (20) que la série modulaire correspondante

au développement de cj(—
-7 ) sera convergente si le module Z reste

inférieur, non seulement à l'unité, mais encore au plus petit des

modules des rapports

a 1 — b

Or ces deux conditions seront certainement remplies si les valeurs

de Y, Z vérifient la formule (i5), puisqu'alors on aura, par exemple.

Z +- mod. < r,
I — a

Z < I — mod.
I — a

et que le module de ——— sera, ou égal, ou supérieur à la différence

I — mod.
I — a

Corollaire III. — En vertu des formules

x — i—y, i=i

l'équation (12) se réduit à

et la valeur de A„, donnée par la formule (i4)» est précisément celle
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que l'on déduit de l'équation

quand on transforme ^{oc) en une série double, en développant

^(i_j) suivant les puissances ascendantes de j, et 7.(n--s) sui-

vant les puissances ascendantes de z. Ajoutons que, au lieu d'effec-

tuer à la fois ces deux développements, on pourrait les effectuer l'un

après l'autre, et qu'alors A„ se trouverait transformé, non plus en une

série double, mais en une série simple dont chaque terme serait lui-

même la somme d'une autre série simple. Or il est bon d'observer

que les deux séries simples dont il s'agit peuvent être l'une et l'autre

convergentes, dans le cas même où la série double qui renferme tous

les termes contenus dans les deux séries simples serait divergente.

Dans un prochain article, j'établirai ce fait important, et je montrerai

le parti qu'on en peut tirer pour l'extension des nouvelles formules

et de leurs applications à l'Astronomie.

278.

Analyse mathématique. — Mémoire sur des formules rigoureuses et dignes

de remarque, auxquelles on se trouve conduit par la considération de

séries multiples et divergentes

.

G. R,, T. XX, p. 3î>9(io février i845).

J'ai déjà remarqué, dans un précédent Mémoire, l'usage légitime

que l'on peut faire, dans certains cas, de séries simples et diver-

gentes, pour obtenir les valeurs de certaines quantités, sinon avec

une approximation indéfinie, du moins avec une approximation très

grande, qui, souvent, est plus que suffisante pour les besoins du

calcul. Dans ce nouveau Mémoire, j'irai plus loin et j'établirai une

proposition qui semble paradoxale au premier abord. Je ferai voir

comment, à l'aide de séries divergentes, on peut quelquefois déter-
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miner les quantités inconnues, non plus seulement avec une grande

approximation, mais, ce qui paraîtra plus étonnant, avec une approxi-

mation indéfinie, de manière à en obtenir des valeurs aussi approchées

que l'on voudra. Or c'est effectivement ce qui peut arriver lorsque

les séries employées dans le calcul sont multiples et divergentes.

Entrons à ce sujet dans quelques détails.

Considérons, en particulier, une fraction rationnelle qui offre pour

numérateur l'unité et pour dénominateur cette même unité diminuée

de la somme de deux variables. On pourra développer cette fraction

rationnelle en une progression géométrique dont la raison sera la

somme dont il s'agit, puis développer chaque terme de la progression

en une série simple par la formule du binôme. On obtiendra ainsi une

série double ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières

des deux variables. Or cette série double sera évidemment conver-

gente, si les modules des deux variables fournissent une somme infé-

rieure à l'unité. Dans le cas contraire, la série double deviendra

certainement divergente, attendu que, parmi les termes correspon-

dants à des puissances très élevées des deux variables, quelques-

uns deviendront très considérables. Néanmoins il est facile de s'as-

surer que, si la somme algébrique des deux variables et le module

de chacune d'elles restent inférieurs à l'unité, on pourra grouper les

termes de la série double de manière à la transformer en une série

simple convergente, dont chaque terme sera lui-même la somme d'une

autre série simple convergente. On y parviendra, par exemple, en sup-

posant que la première série simple soit ordonnée suivant les puis-

sances ascendantes de la première variable, et la seconde série simple,

suivant les puissances ascendantes de la seconde variable.

Il importe de faire connaître le parti qu'on peut tirer, dans la haute

analyse, du fait important que je viens de signaler. Les formules aux-

quelles je suis parvenu de cette manière sont particulièrement utiles

dans la théorie des mouvements planétaires. Elles permettent d'ex-

primer, par exemple, toute perturbation relative au système de deux

planètes et correspondante à deux multiples donnés des anomalies
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moyennes, par une simple fonction des deux nombres entiers qui

servent de coefficients à ces anomalies.

Analyse.

Considérons, pour fixer les idées, une série double, et supposons

cette série divergente. On pourra souvent, dans cette hypothèse, par-

tager les termes en divers groupes, de telle sorte que les termes com-

pris dans chaque groupe forment une série simple convergente, et que

les sommes des séries simples correspondantes aux divers groupes

forment à leur tour une autre série simple qui soit encore conver-

gente. Pour démontrer la vérité de cette assertion, considérons, en

particulier, la série double produite par le développement de la

fonction

suivant les puissances ascendantes de x et de y. Cette série sera cer-

tainement convergente, si les modules x, y des deux variables x, y
vérifient la condition

(0 . x-Hy<i.

Car, tant que cette condition sera remplie, la fonction

i—x — y

restera continue par rapport aux deux variables x, y. Alors, pour

obtenir le développement en question, il suffira de développer d'abord

la fraction suivant les puissances ascendantes de la somme
I — X — y ^

X -\- y, puis de développer chacune de ces puissances par la formule

du binôme. On trouvera ainsi, premièrement

(2) i =i + (^jc-^y)-\-{x-]-yY-\-...,
I X y

puis

( 3 ) =:i + >r4-j + j7*+2 xy -I- y'+ . . .

.

1 X y
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Or, si Ton désigne par n un nombre entier quelconque, le terme pro-

portionnel au produit a?"j", dans le second membre de l'équation (3),

sera évidemment
I . 2 ... 2 /i

(i .2. . .ny

De plus, le module de ce terme, ou le produit

se réduira simplement, pour de grandes valeurs de n, au rapport

(4xyr_

D'ailleurs ce rapport décroîtra indéfiniment avec -> si l'on a

(4) 4xy<i,

et, par suite, si l'on a x 4- y< i, puisque, en vertu de la formule

(x^-y)2zzz/ixy + (x-y)^

la condition (i) entraîne toujours la condition (4). Mais, si l'on a, au

contraire,

(•^) 4xy>i,

le rapport dont il s'agit croîtra indéfiniment avec n. Donc la série

double produite par le développement de la fonction

1 — X — y

cessera d'être convergente, et par suite la formule (3) cessera de sub-

sister si la condition (5) se vérifie. Toutefois, si les modules des deux

variables x,y et de leur somme x + y restent tous trois inférieurs à

l'unité, alors, en groupant convenablement les termes de la série

double, on pourra la transformer en une série simple convergente

dont chaque terme soit lui-même la somme d'une autre série simple



EXTRAIT N» 278. 23

et convergente. En effet, on y parviendra en réunissant, dans chaque

groupe, tous les termes dans lesquels les exposants des variables x, y
offrent une somme donnée, ou bien encore tous les termes propor-

tionnels à une même puissance de x, ou enfin tous les termes propor-

tionnels à une même puissance de y. Cela posé, la transformation de

la série double en série simple produira, dans le premier cas, la for-

mule

qui ne diffère pas de l'équation (2), et, dans les deux autres cas, les

formules

(7) ^_^_ ^
=^i + -^(^ +7+7'+ ...) + ^Mj + 2J4-3j^ + .. )+•,

(^)
j — ^-_ y

~'+/(^+-^-+--^'+ ---) + 7Mi+2^ + 3a?^4- )+•••,

qui, eu égard aux équations

{i-œY

peuvent s'écrire comme il suit :

I . X x^
(9)

(10)

^-7 1-7 (1—7)'

I y y2

X 7 \ — x {\ — xy

La formule (6) et les équations (7), (8), ou (9), (10) se vérifient, par

exemple, dans le cas où l'on suppose

•^,= i 7 = -î.

Il suit de ce qu'on vient de dire qu'on peut faire servir à la déter-

mination des valeurs numériques des fonctions les développements de

ces fonctions en séries multiples, même divergentes, pourvu que les

termes des séries divergentes puissent être groupés entre eux de ma-
nière à former, dans chaque groupe, une série simple convergente.
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Cette observation importante nous permettra de donner une extension

nouvelle aux formules obtenues dans les précédents Mémoires.. C'est

ce que nous montrerons, en commençant par généraliser encore quel-

ques-uns des théorèmes que nous avons établis.

Soit

une fonction des variables x, y, qui reste continue par rapport à j,

lorsque, en attribuant à x un certain module x, on suppose le module

de y inférieur ou tout au plus égal à une certaine limite y. Posons

d'ailleurs _

q désignant un argument réel. On aura, pour un module de j égal ou

inférieur à y,

(II) f(^, y)^J / ^ J(a^,z)dq,

et, pour développer f(^,7) suivant les puissances ascendantes dey,

il suffira de développer le rapport

^^
dans le second membre de la formule (i i), en série ordonnée suivant

les puissances ascendantes dej. Soit

(ta) «o> "i> ^'2)

la série ainsi obtenue. On aura, en désignant par m un nombre entier

quelconque,

(i3) "-^^^/^(f)'"^^'^'^^'^^-

Supposons maintenant que y devienne fonction de x, et que, le

module de x étant x, l'on développe chaque terme de la série (12) en

une nouvelle série ordonnée suivant les puissances entières, positives,

nulle et négatives de x. Soient d'ailleurs

(i4) Uo, U„ U2, ...
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les divers coefficients de af dans les développements ainsi calculés, n

étant un nombre entier quelconque. Alors, en faisant

on trouvera

I r""
(i5) U^,^— / x-^u,ndp

et, par suite.

D'ailleurs, en vertu de l'équation (i6), le module de U,„ sera le même
que celui de l'intégrale

la valeur de Y étant

(17) Y=-,
y

et il est aisé d'en conclure que la série (12) sera convergente, si la

série dont le terme général est l'expression

I r"
(18) — / x-''{Xy)"^{{x,z)dp

reste convergente, avec la série modulaire correspondante, pour toute

valeur de z dont le module est y. Enfin il est clair que la série dont

l'expression (18) est le terme général se confond avec le développe-

ment de l'intégrale

27: J_^ 1 — Yr • ' ^

suivant les puissances ascendantes de Y. On peut donc énoncer géné-

ralement la proposition suivante :

Théorème I. — Soit f(j7,j) une fonction de ce, y qui reste continue,

par rapport à y, pour un module x de la variable x que Von suppose dé-

terminée par l'équation

X t= xe^V-^,

OF.uvres de C. — S. I, t. IX.
'

4



26 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE.

et pour un module de y égal ou inférieur à une certaine limite y. Soit

d'ailleurs

Uq, m,, «2) • • •

la série que fournit le développement de i'(x, y) suivant les puissances

ascendantes de y, dans le cas où le module dey ne surpasse pas y, et sup-

posons que, y devenantfonction de x, chaque terme de la série

Wfl, «1, Uv, . . •

soit développé suivant les puissances entières, positives, nulle et négatives

de X. Alors, la lettre n désignant un nombre entier quelconque, et la

i:ialeur de Y étant
'^

IY=-,
y

les coefjficients de x" dans les développements des divers termes

Uq, lli, u^, . . .

formeront une nouvelle séné qui sera convergente avec la série modulaire

correspondante, si le développement de l'intégrale

('9) ^£^.^^î{œ,z)dp,

suivant les puissances entières et ascendantes de Y, reste lui-même conver-

gent avec la série modulaire correspondante, z désignant une variable

distincte dey, et qui ait pour module v.

Corollaire I. — Si l'on suppose que, dans le théorème 1, x, y repré-

sentent deux variables complémentaires, en sorte qu'on ait

y = i — x,

alors, d'après ce qui a été dit à la page i34 ('), on obtiendra pour

l'intégrale (19) un développement qui restera convergent avec la série

modulaire correspondante, quand on aura

(20) Y<i.

(») OEmres de Cauchy, S. I, T. VIII, p. 43i.
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Corollaire II. — Si, dans le théorème I, on suppose

Iy—-

alors, d'après ce qui a été dit à la page 9, on obtiendra pour l'inté-

grale (19) un développement qui restera convergent avec la série

modulaire correspondante, si le développement de la fonction

(-) f(r^

suivant les puissances entières et ascendantes de y, reste lui-même

convergent avec la série modulaire qui correspond à ce dernier dé-

veloppement.

Corollaire III. — Supposons toujours que la fonction f(a7, y) reste

continue par rapport à y, pour un module de y égal ou inférieur à y.

Alors, étant un nombre quelconque, la fonction ï{x, (}y) restera

continue par rapport à y, pour un module de y égal ou inférieur à ^
•

Donc, si l'on substitue à la fonction î{x,y) la fonction ((oc, 6j), on

devra, dans l'intégrale (19), remplacer le binôme

I
— ¥7= 1 — y-'/

par le binôme

'lYy = .-9Yy,

sans changer le facteur
f(jr, s),

attendu qu'une valeur de ce facteur correspondante au module y de -

sera, en même temps, une valeur de la fonction

i{x,9z),

correspondante au module | de :;. Donc, lorsqu'on remplacera f(^,y)

par f(ir, 6j), la condition (20) se trouvera remplacée par la formule

(22) ÔY<i,
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et la fonction (21) par la suivante

D'ailleurs, dans le cas dont il s'agit, le développement de la fonction

ï(x, Gj), suivant les puissances ascendantes de y, sera aussi le déve-

loppement de cette fonction suivant les puissances ascendantes de ô.

Donc le théorème I entraînera encore ceux que nous allons énoncer.

Théorème II. — Soit f(x, y) une /onction de x, y qui reste continue,

par rapport à y, pour un module x de la variable x que l'on suppose dé-

terminée par l'équation

et pour un module de y égal ou inférieur à une certaine limite y. Suppo-

sons d 'ailleurs que, 9 étant un nombre quelconque, on pose

y — i — ^,

et que l'on développe

{{œ,ey)^{[œ,e{i-x)]

en une série double ordonnée suivant les puissances ascendantes de 6 et

suivant les puissances entières de x. Alors, n étant un nombre entier quel-

conque, et la valeur de Y étant

y

les divers coefficients de x", dans la série double dont il s'agit, formeront

une série simple qui sera convergente avec la série modulaire correspon-

dante, si l'on a

(24) 9Y<i

ou, ce qui revient au même,

(25) ,5<y.

Théorème III. — Soit f(j7, y) une fonction de x, y qui reste continue,

par rapport à y, pour un module x de la variable x que l'on suppose dé-
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terminée par l'équation

et pour un module de y égal ou inférieur à une certaine limite y. Suppo-

sons d'ailleurs que, ô étant un nombre quelconque, on pose

I — X

et que l'on développe

en une série double ordonnée suivant les puissances ascendantes de ô et

suivant les puissances entières de x. Alors, n étant un nombî^e entier quel-

conque, et la valeur de Y étant

Y=l,
y

les divers coefficients de a?", dans la série double dont il s'agit, formeront

une série simple qui sera convergente avec la série modulaire correspon-

dante, si le développement de la fonction

suivant les puissances ascendantes de ô, reste lui-même convergent avec la

série modulaire qui correspond à ce dernier développement, pour toute va-

leur de z qui offre un module égal y.

Désignons maintenant, pour abréger, par Y{x) la fonction de x
représentée dans le théorème II par

î[x,0{i~x)]

OU, dans le théorème III, par

Supposons toujours que cette fonction F(ic) soit développée, d'une

part, suivant les puissances ascendantes de 0, d'autre part, suivant les

puissances entières de x, le module de x étant x. Concevons d'ailleurs
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que la série simple, formée dans le développement dont il s'agit, par

les divers coefficients de x", série qui se trouvera ordonnée suivant

les puissances ascendantes de 0, reste convergente, en vertu du théo-

rème II ou III, pour toute valeur de inférieure à une certaine limite ;

et nommons B„ la somme de cette série simple. Si l'on attribue à ô

une valeur variable réelle ou même imaginaire, la somme 6,^ restera

fonction continue de G pour tout module de 6 inférieur à 0. Suppo-

sons à présent que l'on développe la fonction ¥(x), non plus en une

série double, mais en une série simple ordonnée suivant les puis-

sances entières de x, le module de x étant toujours x, et nommons A„

le coefficient de x'^ dans le nouveau développement de F(a?). On aura

généralement, pour de très petites valeurs de 0,

(27) A„— B/j.

En effet, puisque A« et B« seront les coefficients ou la somme des coef-

ficients de x'^ dans la série simple et la série double qui représente-

ront les deux développements de F(a;), il est clair que la formule (27)

devra subsister tant que la série double sera convergente, ce qui aura

certainement lieu lorsque les modules de ^ et de se rapprocheront

assez, le premier de x, le second de zéro, pour que la fonction F(.'r)

devienne, en vertu d'un tel rapprochement, toujours continue par

rapport aux deux variables x, 6. D'ailleurs l'équation (27), étant véri-

fiée pour de très petites valeurs de 6, devra continuer de subsister

(voir la séance du 20 janvier, page 120) (*), tant que A„ et B^. resteront

fonctions continues de G. Elle devra donc subsister pour toute valeur

de G inférieure à la limite 0, si la limite est telle que la fonction A;,

reste continue par rapport à G pour tout module de G inférieur k cette

limite. Il y a plus : au lieu de supposer la limite déterminée à l'aide

du théorème II ou III, on pourra simplement astreindre cette limite k

la condition que nous venons d'indiquer. Cela posé, on pourra évidem-

ment, aux théorèmes II et III, joindre encore la proposition suivante :

Théorè3IE IV. — Soit f(^x, y) une fonction de x,y qui reste continue,

(») Œuvres de Caiic/ij, S. I, T. VIII, p. 4i5.
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par rapport à y, pour un certain module de x représenté par x, et pour

un module de y inférieur à une certaine limite y. Supposons d'ailleurs

que, ô désignant une nouvelle variable, on réduise, dans l'expression

H^, Oy),

y à une fonction de x, en sorte qu'on ait, par exemple,

y =^i — X ou y -=z

Enfin, développons

considérée comme fonction de x et de G, en série ordonnée suivant les

puissances entières, positives, nulle et négatives de x, le module de x
étant X , etnommons A« le coefficient de x" dans le développement ainsi

obtenu. Non seulement A« sera développable suivant les puissances ascen-

dantes de la variable 0, tant que le module ô ne dépassera pas la limite au

delà de laquelle A^ cesse d'être fonction continue de ô, mais, de plus,

pour obtenir le développement de A„, il suffira de réunir tous les coeffi-

cients de x" qu'on obtient quand on développe {{x, ôy) en une série

simple ordonnée suivant les puissances ascendantes de ô, puis chaque

terme de cette série simple en une nouvelle série ordonnée suivant les puis-

sances entières de x.

Aux diverses propositions que je viens d'établir, il convient de

joindre encore un théorème très général et très utile, en vertu duquel

le développement d'une fonction suivant les puissances entières d'une

variable, calculé pour le cas où le module et l'argument de la variable

offrent des valeurs très voisines de deux quantités données, conserve

une forme inaltérable et demeure convergent, tandis que ce module

et cet argument varient, pourvu que leurs variations simultanées

soient telles que la fonction et sa dérivée ne cessent pas d'être conti-

nues, si d'ailleurs, dans le cas même où l'on tient compte de ces varia-

tions, les deux modules ou le module unique de la série simple, qui

représentait primitivement le développement de la fonction, restent

toujours inférieurs à l'unité. J'établirai, dans un prochain article, ce
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théorème général avec les conséquences importantes qui s'en dédui-

sent, puis j'appliquerai mes formules à la solution de diverses ques-

tions et, en particulier, des problèmes d'Astronomie.

279.

Analyse mathématique. — Mémoire sur diverses propriétés remarquables

et très générales des fonctions continues.

C. R., T. XX, p. 375 (1- février t845).

Les progrès réalisés de nos jours dans les diverses branches des

Sciences physiques et mathématiques témoignent de l'ardeur avec

laquelle l'esprit humain, créé pour connaître la vérité, s'attache à sa

poursuite. Dans son impatience, il veut qu'une vérité déjà démontrée

lui serve comme d'échelon pour arriver à une vérité plus difficile à

saisir; il s'élève, il généralise, il essaye de s'élancer dans l'infini; et

c'est précisément cette tendance de notre esprit qui a fait longtemps

admettre en Analyse, comme un principe en quelque sorte évident, ce

qu'on appelait la généralité de l'Algèbre, c'est-à-dire l'étendue indé-

finie des formules algébriques obtenues dans certains cas particuliers.

Plus tard on est parvenu à reconnaître que, dans la réalité, la plu-

part de ces formules subsistent uniquement sous certaines conditions

et pour certaines valeurs des quantités qu'elles renferment. On a vu,

dans mes précédents Mémoires, que la grande loi qui limite l'existence

des formules est la loi de continuité des fonctions, dans le cas où l'on

donne àii'i fonctions continues, non pas la définition longtemps adoptée

par les géomètres, mais celle que présente mon analyse algébrique.

Toutefois, la règle que je viens de rappeler a une étendue plus grande

encore que celle qui paraissait devoir lui être attribuée au premier

abord. Considérons, pour fixer les idées, une variable réelle ou ima-

ginaire. On pourra concevoir que l'on fasse varier par degrés insen-
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sibles ou le module seul de cette variable, ou tout à la fois sou module

et son argument. Si, pour plus de commodité, on regarde ce module

et cet argument comme propres à représenter dans un plan les coor-

données polaires d'un point mobile, les diverses valeurs de la variable

et d'une fonction quelconque de cette variable correspondront aux

divers points de ce plan. Cela posé, la fonction restera généralement

continue, non pas seulement pour des valeurs du module renfermées

entre certaines limites, ou, ce qui revient au même, pour toutes les

positions du point mobile comprises entre deux cercles concen-

triques, mais pour tous les systèmes de valeurs du module et de

l'argument qui satisferont à certaines conditions, c'est-à-dire pour

toutes les positions du point mobile comprises entre certaines courbes.

Or je prouve maintenant que ces courbes indiquent précisément les

limites entre lesquelles subsiste l'équation qu'on obtient en égalant la

fonction à zéro; en d'autres termes, je prouve que ces deux courbes

indiquent précisément la région du plan pour laquelle subsiste la for-

mule, région qui se trouvait notablement restreinte quand on avait

recours aux théorèmes énoncés dans les précédents Mémoires, c'est-

à-dire quand on substituait au système des deux courbes dont il s'agit

le système de deux cercles concentriques tracés de manière à ne point

couper les deux courbes.

Parmi les résultats importants que je déduis de mes nouvelles for-

mules, il en est un qu'il me paraît utile de signaler.

On sait que les séries jusqu'à ce jour employées en Astronomie ne

permettent pas de calculer, sans un travail pénible et souvent inexé-

cutable, les perturbations planétaires d'un ordre un peu élevé. Je

substitue à ces séries des séries nouvelles, dans la composition des-

quelles entre un nouvel élément ou paramètre digne de remarque et

que je vais indiquer.

Concevons que l'on représente par deux lettres distinctes les deux

exponentielles trigonométriques variables qui ont pour exposants les

anomalies excentriques de deux planètes. La distance de ces planètes,

exprimée à l'aide des deux lettres ou variables dont il s'agit, étant

OF.iwres de C. — S. 1, t. IX, 5
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égalée à zéro, fournira une équation algébrique qui sera du quatrième

degré par rapport à chaque variable; et, si l'on résout cette équation

par rapport à la première variable, une seconde équation algébrique,

qui ne renfermera plus que la seconde variable, aura pour racines les

carrés des différences entre les racines de la première équation. Or

celle des racines de la seconde équation qui offrira le plus grand mo-

dule au-dessus de l'unité sera précisément l'élément principal qui

entrera dans la composition des nouvelles séries, dont les divers

termes dépendent tout à la fois de ce nouvel élément et de ceux qui

ont été jusqu'ici considérés par les géomètres sous le nom d'éléments

elliptiques.

Analyse.

§ I. — Considérations générales.

Nous commencerons par établir la proposition suivante :

Théorème I. — Soit

une variable réelle ou imaginaire, dont le module r et l'argumentp pour-

ront être censés représenter dans un plan les coordonnées polaires d'un

point mobile P. Soit, de plus, ï{x) une fonction de la variable x, qui

demeure continue, par rapport à cette variable, pour toutes les positions

que peut prendre le point mobile dans une certaine région du plan com-

prise entre deux courbes continues abc..., ABC Enfin, supposons que,

dans le cas où le point mobile occupe, ou une position particulière corres-

pondante à des valeurs déterminées de r et p^ ou des positions voisines, la

fonction f(ip) soit développable en série convergente, ordonnée suivant les

puissances entières de x, en sorte qu'on ait alors

(i) f{œ) -—.
. .«_2.r-^+ a_i^~' + ao+ «i-i-' -H «2^^-4-. . .

ou, ce qui revient au même,

{2) f{x) — la„a:",

la somme qu'indique le signe E s étendant à toutes les valeurs entières,
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positives, nulle et négatives de n, et les deux modules ou le module unique

de la série, dont le terme général est a^x", étant inférieurs à l'unité.

L'équation (i) ne cessera pas de se vérifier si l'on fait varier par degrés

insensibles la position du point mobile P, pourvu que ce point reste tou-

jours renfermé entre les deux courbes abc. . . , ABC. .., et que, pendant la

durée de son mouvement, les deux modules ou le module unique de la

série dont le terme général est a^ x'^ restent toujours inférieurs à l'unité.

Démonstration. — Le point mobile P étant arrêté dans la position

qui correspond aux valeurs données de r, p, nommons P' un point

voisin de P. Soit

(3) x'—x-A-l

ce que devient x quand on passe du point P au point P'. Enfin nom-

mons p le module, et u l'argument de la différence

x'— X ^=^1,

en sorte qu'on ait

Si le module p, supposé d'abord nul, vient à croître, la fonction

i{x') = {(x-\-l)

restera fonction continue de ^, tant que ce module ne sera pas assez

considérable pour que le cercle décrit du point P comme centre, avec

le rayon p, rencontre l'une des courbes abc..., ABC...; et alors on

aura

(4) {{x + l)=ï{x) + \D^i{x)-^^li'J{x)^-....

Si, dans cette dernière formule, on substitue la valeur de ïÇv), tirée

de l'équation (2), on trouvera

(5) \{x + l) ^^a^x'^^l^-^a^x" -^ + l^y^ '}1!LT.'J a„x- -'- + ...

.

Si maintenant on développe les sommes que renferme le second
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membre de la formule (5), on verra le second membre se transformer

en une série double dont le terme général sera de la forme

n(n — i)...(n — m-hi) ^

1 .2. . .m

n désignant une quantité entière positive, nulle ou négative, m un

nombre entier, nul ou positif, et le rapport

1 .2. . .m

devant être remplacé par l'unité pour une valeur nulle de m. Il y a

plus : cette série double sera précisément celle qu'on obtient quand

on développe la somme

attendu qu'on a généralement

I 1.2

Donc l'équation (5) pourra être réduite à la formule

ou, ce qui revient au même, à la formule

(6) î{x')~'La^x'%

si la série double en question est convergente. Or c'est ce qui aura

certainement lieu, du moins pour une valeur de p suffisamment petite,

si, comme on le suppose, les deux modules de la série simple qui a

pour terme général a„x" sont inférieurs à l'unité. En effet, nommons

k et k,

ces deux modules, k étant le module correspondant aux termes qui

renferment des puissances positives de x\ et soit / le module de la

variable imaginaire
X' r=z X -^C.
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Les deux modules de la série dont le terme général est

seront évidemment

X
x

k-.T' \--r

D'ailleurs le module r' étant, en vertu de l'équation (3), nécessaire-

ment compris entre les limites

/•'—
p, /"'-Hp,

le rapport
r'

r

se rapprochera indéfiniment de l'unité pour des valeurs décroissantes

du module p, et l'on pourra en dire autant du rapport inverse

Donc, pour des valeurs décroissantes de p, les deux modules

r' r
k-, k-^

r ' r

de la série dont le terme général est a^^x'" se rapprocheront indéfini-

ment des deux modules
k, k,

de la série dont le terme général" est a„x'\ et finiront, dans l'hypo-

thèse admise, par devenir, comme k et k , inférieurs à l'unité. Par

suite, dans cette hypothèse, il suffira d'assigner une valeur suffisam-

ment petite au module p de la différence x — x, pour que l'équa-

tion (2) entraîne l'équation (6).

Ce n'est pas tout. Si les conditions énoncées dans le théorème 1 ne

cessent pas d'être remplies quand on remplace x par x\ alors,

x" étant supposé très voisin de x' , on prouvera encore de la même
manière qu'il suffit d'assigner une valeur suffisamment petite au
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module de la'difFérence x" — x' pour que l'équation (6) entraîne la

suivante

(7) î{x") = la„x"\

etc.

En d'autres termes, l'équation (2) ne cessera pas de se vérifier

quand on y remplacera successivement x par x\ puis x"y . .. ; et,

comme la limite vers laquelle convergeront les termes de la suite

%A^
j

\X/ y \Ay
y

• • •

ne pourra être qu'une valeur de x correspondante à un point P situé

sur l'une des courbes abc . .
. , ABC . . . , ou une valeur de x pour laquelle

un module au moins de la série dont le terme général est a^x'^ se trou-

vera réduit à l'unité, nous devons conclure que, si l'on fait varier a?

par degrés insensibles, l'équation (2) ne cessera pas de se vérifier

tant que les deux fonctions

f(^) et a^x"'

satisferont aux conditions énoncées dans le théorème I.

Corollaire. — Si le coefficient a„ s'évanouit, quel que soit l'indice n,

l'équation (2) se trouvera réduite à la formule

f(j7)=:0,

et le théorème I à la proposition suivante :

Théorème II. — Supposons que l'équation

(8) i(x)^o

se vérifie toujourspour des valeurs de x très voisines d'une valeur donnée.

Si l'on vient àfaire varier le module et l'argument de x par degrés insen-

sibles, cette équation (8) continuera de subsister tant que ï{x) restera

fonction continue de x.

On pourrait, au reste, démontrer directement cette dernière propo-

sition et même en déduire le théorème I.
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Si la fonction f{x) est la différence de deux autres fonctions, il suf-

fira d'égaler ces dernières entre elles pour obtenir une équation qui

se confondra évidemment avec la formule (8). Donc le théorème II

entraîne encore le suivant :

Théorème III. — Supposons que deux /onctions de x soient toujours

égales entre elles pour des valeurs de x très voisines d'une valeur donnée.

Si l'on vient à faire varier x par degrés insensibles , ces deux fonctions

seront encore égales tant qu elles resteront l'une et Vautrefonctions con-

tinues de X.

Les théorèmes précédents peuvent être facilement étendus au cas

où il s'agit de fonctions de plusieurs variables. Alors on obtient, par

exemple, à la place du théorème III, la proposition suivante :

Théorème IV. — Supposons que deux fonctions de x, y, z-, ... soient

égales entre elles pour des valeurs réelles ou imaginaires de x, y, z, . .

.

très voisines de valeurs données. Si l'on vient à faire varier x, y, z, ...

par degrés insensibles, ces deux fonctions resteront encore égales tant

quelles resteront Vune et Vautrefonctions continues de x, y, z, ....

On pourrait, dans le théorème III ou IV, remplacer l'une des deux

fonctions que l'on considère par la somme d'une série simple conver-

gente; on pourrait même supposer les divers termes de cette série

remplacés à leur tour par les sommes d'autres séries convergentes, et

ainsi de suite. D'ailleurs la série double ou multiple qui renfermerait

tous les termes compris dans les diverses séries simples pourrait être

ou convergente ou divergente. Dans le premier cas, la fonction dont il

s'agit serait ce qu'on appelle et ce qu'on doit appeler la somme de la

série double au multiple, supposée convergente. Dans le second cas,

cette fonction deviendrait ce qu'on peut appeler la somme syntagma-

tique de la série double ou multiple, supposée divergente. En effet,

puisqu'il suffît quelquefois de ranger dans un certain ordre les termes

d'une série multiple, mais divergente, par exemple d'une série double,

pour la transformer en une série simple et convergente dont chaque



40 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE.

terme soit lui-même la somme d'une série simple et convergente, il

est naturel d'exprimer la somme totale à laquelle on se trouve conduit

par cet artifice à l'aide d'une épithëte propre à exprimer que ces

termes sont rangés dans un ordre déterminé. On sait, au reste, que

cette épithëte a été déjà employée dans la langue algébrique, et appli-

quée par M. Budan à quelques suites qu'il a rencontrées dans des

recherches relatives à la théorie des équations.

I II. — Théorèmes relatifs à la détermination des coefficients que renferme

le développement d'une fonction en série ordonnée suivant les puissances

entières d'une variable.

En partant des théorèmes établis dans le § I de ce Mémoire et dans

les Mémoires précédents, on établira sans peine d'autres propositions

importantes, que je vais énoncer.

Théorème I. — Soit ï{x,y) une fonction des variables x, y qui reste

continue par rapport à ces variables, pour un module de x très voisin de

la limite x, et pour un module de y inférieur à la limite y. Supposons

d'ailleurs que, dans le cas où l'on attribue aufacteur G une valeur réelle,

positive et inférieure ou tout au plus égale à l'unité, l'expression

reste, pour un module de x très voisin de x, fonction continue de x et

de ô. Enfin concevons que, pour une valeur réelle ou imaginaire de

correspondante à un très petit module, on développe lafonction

{{x,Q{i~x)],

\^ en une série simple ordonnée suivant les puissances ascendantes de x;

1° en une série double ordonnée suivant les puissances ascendantes de x

et de ^; et nommons
A^^ , "^in,n " -^

les termes généraux de ces deux séries. Non seulement on aura, pour un

très petit module de d,

(0 A„r-2H„,,„6'«,
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1(1 somme quUndique le signe S s'étendant à toutes les valeurs entières,

nulle et positives de m ; mais, déplus, si l'on attribue à une valeur réelle

et positive qui ne surpasse pas l'unité, l'équation (i) continuera de sub-

sister, pourvu que cette valeur positive vérifie encore la condition

Démonstration. — Concevons que, en admettant les suppositions

énoncées, on attribue k la variable x un module très voisin de x;

alors, pour un très petit module de 0, l'expression

sera fonction continue de x et de 0. Donc alors la série double, qui

représentera le développement de cette fonction suivant les puis-

sances ascendantes de x et de ô, sera convergente, et la formule

entraînera l'équation
A — i H 6'"

/«, n

Concevons maintenant que l'on fasse varier le facteur 6, en lui attri-

buant une valeur réelle et positive, et que, dans la fonction

on assigne à x un module qui diffère très peu de x, en désignant d'ail-

leurs l'argument variable de x par la lettre p. Tant que le facteur 6 ne

surpassera pas l'unité, l'expression

{{XyB^i — X)]
•

restera, par hypothèse, fonction continue de ô et de x, et l'on pourra

en dire autant du coefficient A„ de x" dans le développement de cette

fonction, attendu que ce coefficient A^ pourra être censé déterminé

par la formule

(3) kr^=^fx-''^{a:,Q{l-x)^\dp.

OF.uvrcs de C. — S. F, t. IX. 6
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Donc, en vertu du théorème I du § I, l'équation

continuera de subsister pour toute valeur réelle et positive de Ô qui

ne surpassera pas la limite i, si d'ailleurs la série dont le terme

général est

offre un module inférieur à l'unité. Or cette dernière condition sera

certainement remplie, en vertu d'un théorème énoncé dans la der-

nière séance (p. 28), si l'on a

Corollaire I. — Posons

(4) f(^,7) = (i-^)-^9(i— /),

s désignant une constante quelconque, et la valeur de o{x) étant

donnée par la formule

(5) o{.x) — {i~ax)V-{i — bxy...fl>{x),

dans laquelle ix, v, . . . représentent des exposants réels, a, h, ... des

coefficients dont les modules a, b, ... soient tous inférieurs à l'unité,

et ^{x) une fonction toujours continue de x. Alors on pourra évidem-

ment prendre pour valeur de x un nombre inférieur à l'unité, mais

d'ailleurs aussi rapproché que l'on voudra de l'unité. De plus, comme

on tirera de la formule (5)

on pourra prendre pour y le plus petit d'entre les modules des rapports

] — a 1 — b

a b

et par suite la condition (2), que l'on peut encore présenter sous la

forme
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sera vérifiée si les rapports

a9 bO
, -, ...

I — a I — ù

offrent tous des modules inférieurs à l'unité. Donc elle sera vérifiée

pour une valeur de ô réelle, positive et inférieure ou tout au plus

égale à l'unité, si les modules des rapports

„ a b
(6) -—-, -, ...

I — a I — b

sont tous inférieurs à l'unité. Enfin, cette condition étant supposée

remplie, on peut affirmer que, pour un module de x inférieur, mais

sensiblement égal à i, et pour une valeur de positive, mais infé-

rieure ou tout au plus égale à l'unité, la valeur de

déterminée par le système des formules

i[x, 9(1 — x)] = {i — ^)-^ 9(i — 9 -h Ojc),

,(^i-Q + Qa:)=z{i~a+aO)V-{i-b-\-bBy...(i
""^'"^ X i^ ^-^^^V-^lï-

^

\ I — a -\- aQ I \ I — b -\- b9J

restera fonction continue de x et de 0. Effectivement, pour démontrer

cette assertion, il suffira évidemment de faire voir que les rapports

, . aQx bOx
(7)

\ ~ a-\- a(j i — b -+- bO

offriront tous des modules inférieurs à l'unité. Or, en premier lieu, le

module de x étant supposé très voisin de l'unité, les rapports (7) se

confondront sensiblement avec les suivants

aS bB

I — a-\-aB I — b-\-bB

OU, ce qui revient au même, avec les rapports

.^. aB bB
^ ^ I— a(i — ô)' i — b{i—ey

Sx),
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D'autre part, le module a de a étant inférieur à l'unité, le rapport

aQ

\ — a{i — f)

offrira un module égal ou inférieur à la fraction

a 9 I

a

par conséquent égal ou inférieur à la fraction

I = a.
I — a

a

Donc les modules des rapports (8) seront respectivement inférieurs

aux nombres
a, b, ....

Donc, si, en supposant la fonction ï{x,y) déterminée par le système

des formules (4) et (5), on nomme

knx'^ et. H,„,„6'»J7«

les termes généraux des développements de la fonction

suivant les puissances ascendantes do la seule variable x ou des deux

variables ô, x, calculés pour le cas où le module de est très petit, et

le module de x, inférieur, mais sensiblement égal à l'unité, non seu-

lement on aura, pour de tels modules de x et de 0,

A„=^2H.'-in,n ^ >

mais, en vertu du théorème I, l'équation précédente subsistera encore

pour toute valeur positive de 6 qui ne surpassera pas l'unité, pourvu

que chacun des rapports

a b

I — a I — b

offre un module inférieur à l'unité.
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Corollaire II. — Si, dans la formule

on suppose le nombre réduit à l'unité, cette formule deviendra

Alors aussi la fonction
f[^, 6(.-.r)]

se réduira simplement, en vertu de la formule (4), à la fonction Y{x)

déterminée par l'équation

Cela posé, le corollaire I entraînera évidemment la proposition sui-

vante :

Théorème II. — Soit F(ir) une fonction de x déterminée par le système

des formules

(
Y i^x) — {\ — x)-' <^{x),

(9)
( (5^{x)-=^{\ — axY{\ — bxy . . .<b{x),

dans lesquelles s désigne une constante quelconque, [jl, v, ... des expo-

sants réels, a, 6, ... des coefficients dont les modules sont inférieurs à

l'unité, et $(a?) une fonction toujours continue de x. Soit, de plus, X„

le coefjficient de x"^ dans le développement de Y(x) calculépour un module

de X inférieur à l'unité, et nommons y la variable complémentaire de x

déterminée par l'équation

y = i — x.

Non seulement on pourra présenter la valeur de¥(x) sous la forme

Y{x) = {i-x)-^cf{i-y),

mais, de plus, au développement de 0(1 — y) suivant les puissances ascen-

dantes de y correspondra un développement de A„, qui sera convergent et

représentera la valeur même de k^, si les rapports

a b
, -,

1 — a I —

offrent tous des modules inférieurs à C unité.
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Corollaire. — Comme, en développant î)(i — j), on trouve

(p(l - JK) =z 2(- i)'«—^-i- j'",^ "^
I . 2 . . . /« -^

comme on aura d'ailleurs évidemment

( I — x)-'y"'= ( I — .^)-*+'"= 2 [5 — w]„ x'\

la valeur de [s^^ étant

i .2. . .n

il suit du théorème I que si les modules des rapports

a h
, , ...

I — a I —

sont tous inférieurs à l'unité, on aura

(10) A„=V(_jy„j-,_,,,j _?_UL,
1 . 2 . . . /;i

la somme qu'indique le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs nulle

et positives de m, et le produit 1.2. 3...m devant être remplacé par

l'unité dans le cas particulier où le nombre m s'évanouit.

On pourrait, dans les théorèmes qui précèdent, substituer à la va-

riable complémentaire de x, déterminée par l'équation

y^i — X,

le rapport —^ des deux variables complémentaires

œ el ï — X. .—

Alors, à la place du théorème I, on obtiendra la proposition sui-

vante :

Théorème III. — Soit

une fonction des variables x, y, qui reste continue par rapport à y, pour
un module de x très voisin de x, et pour un module de y inférieur à la
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limite y. Supposons d'ailleurs que, dans le cas où l'on altribue au fac-

teur G une valeur réelle, positive et inférieure ou tout au plus égale à

l'unité, l'expression

reste, pour un module de x très voisin de x, fonction continue de x et

de 0. Enfin, concevons que, pour une valeur réelle ou imaginaire de cor-

respondante à un très petit module, on développe la fonction

1° en une série simple ordonnée suivant les puissances entières de x\ i^ en

une série double ordonnée suivant les puissances entières de x et suivant

lespuissances ascendantes de ; et nommons

A^n XI û/n ^n

les termes généraux de ces deux séries. Non seulement on aura, pour un

très petit module de 6,

(II). A, = IH,„,„0'«,

la somme qu'indique le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs entières,

nulle et positives de m, mais, de plus, si Von attribue à ô une valeur réelle

et positive qui croisse à partir de zéro, sans devenir supérieure à l'unité,

l'équation (ii) ne cessera pas de subsister, pourvu que l'expression

(12)

ne cesse pas d'êtrefonction continue de 6, dans le cas où, en représentant

parla lettre z une nouvelle variable dont le module soit précisément y, on

assigne à ô une valeur réelle ou imaginaire dont le module ne surpasse pas

l'unité.

Démonstration. — Concevons que, en admettant les suppositions

énoncées, on attribue ii la variable x un module très voisin de x.
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Alors, pour un très petit module de G, l'expression

* œ

sera fonction continue de x et de 6. Donc alors la série double, qui

représentera le développement de cette fonction suivant les puis-

sances ascendantes de x et de 6, sera convergente, et la formule

entraînera l'équation
A„=2H,„,„9'«.

Concevons maintenant que l'on fasse varier le facteur 0, en lui attri-

buant une valeur réelle et positive, et que, dans la fonction

on assigne à x un module qui diffère très peu de x, en représentant

l'argument variable de x par la lettre/?. Tant que le facteur ne sur-

passera pas l'unité, l'expression

restera, par hypothèse, fonction continue de et de x, et l'on pourra

en dire autant du coefficient A„ de a?" dans le développement de cette

fonction, attendu que ce coefficient A„ pourra être censé déterminé

par la formule

Donc, en vertu du théorème I du § I, l'équation

A,:=1H,„,„9'"

continuera de subsister, pour toute valeur réelle et positive de G qui
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ne surpassera pas la limite i, si d'ailleurs la série dont le terme

général est

offre un module inférieur à l'unité, ou, ce qui revient au même, si

cette série ne cesse d'être convergente que pour une valeur de 6 su-

périeure à l'unité. Or il suit, d'un théorème énoncé dans la séance du

lo février, que cette dernière condition sera généralement remplie, si

le développement de la fonction

(^' V

reste lui-même convergent, avec la série modulaire correspondante,

pour toute valeur de z dont le module est y. Donc cette même condi-

tion sera remplie, si l'expression

'ir^e' V

reste fonction continue de ô, pour toute valeur réelle ou imaginaire

de p dont le module ne surpasse pas l'unité, et pour toute valeur de z

qui offre un module égal à y.

Corollaire I. — Posons

(i4) f(«^>7) = ('--37)-'9(-3?)x(«+j),

^désignant une constante quelconque, et les valeurs de 9(^), y{x)

étant déterminées par les formules

(i5) (^{x)=z{\ — ax)V- {i — bxy.,.(t>{x),

('6) ^{x) — {i-a'x)V-'{i-b'xY...X{x),

dans lesquelles [j., v, ..., a', v', ... représentent des exposants réels

a, h, ..., a', b', ... des coefficients dont les modules sont inférieurs à

l'unité, et $(^7), X(j;) deux fonctions toujours continues de x. Alors

on pourra prendre pour valeur de x un nombre inférieur à l'unité,

CEiivres de C. — S. 1, t. IX. 7
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mais aussi rapproché de l'unité que l'on voudra. De plus, comme on

aura

X(i + 7) = (I - a'rii - b'Y. .

.
(i-^Y ('- x^')' • • •^(' -^y^'

on pourra prendre pour y le plus petit d'entre les modules des rap-

ports
I — a' 1 — b'

et alors y^{i + z) restera constamment fonction continue de z, pour

un module de z égal à y. Enfin, comme on aura

et

il est clair que, pour un module de z égal à y, et pour une valeur de G

positive, mais inférieure ou tout au plus égale à l'unité, l'expression

restera fonction continue de ô, si y surpasse, non seulement 0, mais

encore les modules des produits

{i-a)Q, {i~b)0, ...,

et, à plus forte raison, si y surpasse, non seulement l'unité, mais

encore les modules des différences

I — a, I — b, ....

Donc l'expression

restera, dans l'hypothèse admise, fonction continue de G, si chacun

des rapports
I I — a I — b

y' y ~T~'
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offre un module inférieur à l'unité, ou, ce qui revient au même, si les

rapports

a' b'

et les produits de ces rapports par les différences

(i8) I — a, I — ^, ...

offrent tous des modules inférieurs à l'unité. D'ailleurs, cette condi-

tion étant supposée remplie, on prouvera sans peine, par des raison-

nements semblables à ceux dont nous avons précédemment fait usage

{voir le corollaire II du théorème I), que l'expression

^{œ,ô—J^-^={iœ,Q{x-^-,)-\

restera fonction continue de ^ et de pour un module de x inférieur,

mais sensiblement égal à i, et pour une valeur positive de G qui ne

surpasse pas l'unité.

Corollaire IL — Si, dans la formule (ii), on réduit 6 à l'unité, cette

forijiule donnera simplement

D'ailleurs, quand on pose ô = i, la fonction

il œ,
V

^'

se réduit à

I — œ

et la formule (i4) donne

^{^^~-) = (^-^)-"^^^)x{^)'

Cela posé, les principes établis dans le théorème III et dans son corol-

laire I entraînent évidemment la proposition suivante :

Théorème IV. — Soit ¥(x) une fonction de x déteiminée par le sys-
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tème des formules

(19) F(j7) = (i-a^)-^o(^)x(;^).

I
9(^) = (i — a^)!^ (i — b x)''

. . , 0(j7),

1 X^x) = {x~a'xY{x-h'xY...^{x),
(20)

dans lesquelles s désigne une constante quelconque, u., v, . .
,

, a', v', ...

des exposants réels, a, h, . . . , a' , h' , . . . des coefficients dont les modules

sont inférieurs à l'unité, et ^{x), ^{x) deux fonctions toujours con-

tinues de X. Soit de plus A„ le coefficient de x" dans le développement de

lafonction Y (^x) en série ordonnée suivant les puissances entières, posi-

tives, nulle et négatives de x. Enfin nommons y le rapport des variables

complémentaires i — x et x^ en sorte qu'on ait

I — X
^ ~ X

'

Non seulement la valeur de Y(x) pourra être représentée sous la forme

(21) F(^) — (i — a^)-^o(x)x(n-7);

mais, de plus, au développement de /(i + r) en série ordonnée suivant

lespuissances ascendantes dey correspondra un développement de A^ qui

sera convergent avec la série modulaire correspondante, et qui représen-

tera la valeur même de A^j, si les rapports

et les produits de ces mêmes 7 apports par les différences

I — a, I — b,

offrent tous des modules inférieurs à l'unité.

Corollaire I. — Chacun des rapports

a' . b'
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offrira certainement un module inférieur à l'unité, si chacun des coef-

ficients offre un module inférieur à -•

Corollaire IL — Comme, par hypothèse, chacun dos coefficients

a, b, ...

offre un module inférieur à l'unité, il en résulte que chacune des dif-

férences
I — a, i — b, . . .

offre certainement un module inférieur à 2. 11 est aisé d'en conclure

que les conditions énoncées dans le théorème IV seront remplies, si

les modules des coefficients

a', b', ...

sont tous inférieurs, non seulement à -> mais encore à tt« Alors, en
2 à

effet, chacun des rapports

i-a'' i-b''

offrira un module inférieur à -; d'où il suit que les produits de ces

mêmes rapports par les différences

I — a, I — b, ...

offriront tous des modules inférieurs à l'unité.

Dans un prochain article, je développerai les conséquences impor-

tantes qui peuvent se déduire en Analyse, et surtout en Astronomie,

des propositions et des formules générales que je viens d'établir.
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280.

Analyse mathématique. — Mémoire sur les séries synlagmatiques et sur

celles qu'on obtient quand on développe des fonctions d'une seule

variable suivant les puissances entières de son argument.

C. R., T. XX, p. 463 (24 février i845).

Il arrive souvent que les termes d'une série double et divergente

peuvent être groupés entre eux de telle sorte que les termes renfermés

dans chaque groupe forment une série simple convergente, et que

les sommes des séries simples correspondantes aux divers groupes

forment à leur tour une autre série simple convergente comme les

premières. Les séries triples, quadruples, . .
. , lorsqu'elles sont diver-

gentes, peuvent fournir matière à de semblables observations. Ainsi,

une série multiple et divergente pourra quelquefois se transformer en

un système de séries simples et convergentes de divers ordres, c'est-

à-dire en un système dans lequel plusieurs séries de même ordre for-

meront, par leur réunion, une série de l'ordre immédiatement supé-

rieur. La série simple de l'ordre le plus élevé donne alors pour somme

la somme totale des termes de la série multiple, ajoutés les uns aux

autres, non pas dans un ordre quelconque, mais dans un ordre déter-

miné. Pour exprimer cette circonstance, comme nous l'avons déjà

dit (page 39), nous désignerons la somme dont il s'agit sous le nom

de somme syntagmatique. Lorsque la série multiple proposée sera

ordonnée suivant les puissances entières de plusieurs variables, nous

supposerons communément les divers termes groupés de manière que

chaque série simple se trouve ordonnée suivant les puissances entières

d'une seule de ces variables. Si la série multiple devient convergente,

la somme syntagmatique se confondra évidemment avec la somme

unique de cette même série.

Pour abréger, nous appellerons séries syntagmatiques les séries qui
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admettent des sommes syntagmatiques. Leur théorie, comme celle

des séries convergentes, se trouve intimement liée à la loi de conti-

nuité des fonctions; et l'on peut établir à ce sujet des théorèmes qui

paraissent dignes de l'attention des géomètres. Le premier paragraphe

du présent Mémoire a pour objet la démonstration de plusieurs de ces

théorèmes, et en particulier de ceux que je vais indiquer.

Concevons qu'une fonction de plusieurs variables reste continue

quand on attribue aux modules de ces variables des valeurs qui dif-

fèrent très peu de certaines valeurs déterminées. Alors la fonction

sera développable en une série multiple et convergente ordonnée

suivant les puissances entières des variables. Mais ce développement

pourra changer de forme, si l'on vient à changer les valeurs dont il

s'agit. Supposons, pour rendre le raisonnement plus facile à saisir,

que l'on fasse varier les modules par degrés insensibles. La forme du

développement de la fonction en série convergente restera générale-

ment la même, tant que les variations des modules n'empêcheront

pas la fonction de rester continue pour des valeurs quelconques des

arguments des variables. Quand cette condition cessera d'être rem-

plie, la série trouvée pourra devenir divergente; mais elle ne cessera

pas d'être une série syntagmatique, dont la somme syntagmatique

sera la fonction elle-même, si les variations des modules permettent

du moins à cette fonction de rester continue pour des valeurs des

arguments comprises entre certaines limites.

Il importe d'observer que, dans les séries convergentes ou syntag-

matiques dont nous venons de parler, un terme proportionnel à des

puissances entières données des diverses variables offre une valeur

complètement déterminée. Si, pour calculer le coefficient de ces puis-

sances, dans les termes dont il s'agit, on veut développer la fonction,

en attribuant aux variables des valeurs telles que la série obtenue

reste convergente, on pourra, il est vrai, y parvenir en effectuant des

développements successifs correspondants aux diverses variables et

en suivant dans cette opération un ordre qui sera complètement arbi-

traire. Mais cet ordre n'aura aucune influence sur la valeur du coeffi-
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cient, représenté généralement par une intégrale multiple dont la

valeur est complètement déterminée.

Il est bon de rappeler encore ici une observation déjà faite à la

page I20 ('), savoir, que, pour la rigueur des démonstrations, on doit

supposer remplie une condition qui, à la vérité, l'est généralement.

D'ailleurs, on préviendra toute objection en écrivant, dans chaque

théorème où il s'agit d'une fonction assujettie à rester continue, que

cette fonction doit demeurer telle avec ses dérivées du premier ordre.

Le second paragraphe du présent Mémoire a pour objet la série

qu'on obtient quand on développe une fonction de la variable x

suivant les puissances entières de l'argument de cette variable. Je

remarque d'abord que chaque puissance entière de la variable est

le produit de la puissance semblable du module par une exponen-

tielle trigonométrique toujours développable suivant les puissances

entières de l'argument. Il eft résulte qu'à un développement de la

fonction, en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de la

variable, correspond toujours, sinon un développement convergent,

du moins un développement syntagmatique de la même fonction en

une série double ordonnée suivant les puissances entières de la

variable et suivant les puissances ascendantes de l'argument. Mais,

si l'on réduit cette série double à une série simple ordonnée sui-

vant les puissances ascendantes de l'argument, la série simple ainsi

formée pourra être ou convergente ou divergente. Elle sera certaine-

ment convergente si la série double est convergente, et deviendra géné-

ralement divergente si la série double est seulement une série syntag-

matique. Je montre, dans ce dernier cas, comment on doit s'y prendre

pour substituer à la série devenue divergente une série convergente.

Les formules auxquelles je parviens prouvent que très souvent on peut

se servir encore des premiers termes de la série divergente pour cal-

culer des valeurs très approchées de la fonction que l'on considère.

(>) OEuvres de Cauchy, S. I, T. VIII, p. 4i5.
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Analyse.

§1. — Sur les séries syntagmaliqiies.

Nommons
•^y y^ ^t • • •

plusieurs variables dont les modules soient

X, y, z, ...,

et représentons par
f(a7,7, 2, . ..)

une fonction de œ, y, z, .... Si cette fonction reste continue par rap-

port aux variables x, y, z, . . . , dans le voisinage de certaines valeurs

particulières attribuées à leurs modules x, y, z, . . . , alors, pour des

valeurs des modules très voisines de celles dont il s'agit, la fonction

sera développable en série convergente ordonnée suivant les puis-

sances ascendantes de x, y, z, C'est, en effet, ce que l'on peut

démontrer à l'aide des considérations suivantes :

Supposons d'abord, pour plus de simplicité, que la fonction

soit de la forme

(i) ï{x,y,z, ...) —
{a — x){b~y){c-z)...''

a,h, c, ... désignant des constantes, réelles ou imaginaires, dont les

modules soient

a, b, c,

Comme on aura pour x < a, non seulement

— a -' + a-2x-h a-^x'--}-. ..,
« — X

mais encore

a — X I • >

OEm-rea de C. ~ S. \, i. \\

.

8
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et pour X > a, non seulement

—— X-*— a x-2— a^ X-
a — X

mais encore

il est clair que, si aucune des différences

a — X, b — y, G — z, ...

ne se réduit à zéro, la fonction (i) sera toujours développable en une

série multiple convergente ordonnée suivant les puissances entières

deœ, y,z, ... , avec la série modulaire correspondante, dont la somme
sera représentée par la fraction

(a — xj(b-y)(c — z)...

Supposons maintenant que la fonction f(^, j, 5, ...) ne soit plus

de la forme qu'indique l'équation (i), mais qu'elle reste continue par

rapport aux variables x,y, z, ... tant que les modules x, y, z, . . . de

ces variables ne deviennent pas supérieurs, le premier x, à une cer-

taine limite a, le second y, à une certaine limite b, le troisième z, à

une certaine limite c, Alors, en désignant par

de nouvelles variables dont les modules sont précisément

a, b, c, ...;

par

9' Z' 4^' • • •

les arguments de ces nouvelles variables, et par N le nombre des va-

riables ^, j, 5, ..., on aura, non seulement pour une fonction f(a?)

de la seule variable x,

'^ — 71
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mais encore

Or il suit immédiatement de la formule (3) : i*" que, dans l'hypothèse

admise, la fonction ï{x,y, z, ...) sera développable, avec le rapport

{u — a;}{v—ff{w — z)

en série convergente ordonnée suivant les puissances entières de

x,y, z, ... ;
2" que le terme proportionnel à

jc'y"'z".

dans le développement de ï(sc, y, z, . . . ), sera

la valeur de ki^mn,... étant

— U '^— Tt

Si, dans cette dernière équation, on remplace w, ç, w, ... par

X, y,z, .. ., alors, en nommant/? l'argument de x,p' l'argument de y,

p" l'argument de z, on trouvera

(5) Ar/„„,„....=
(^^'^yy y y ...œ-'y-"\z-...{{a^,y,z,...)dpdp'dp"....

D'ailleurs, pour obtenir cette dernière formule, il suffît évidemment

de supposer que, par un procédé quelconque, on est parvenu à déve-

lopper f(x, y, z, . . .) suivant les puissances entières de x, y, z

de manière à obtenir une équation de la forme

la somme qu'indique le signe Ss'étendant à toutes les valeurs entières

et positives de /, m, /z, . .
. , et qu'ensuite on intègre, par rapport aux
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angles cp, y, ^p, . . • , entre les limites — ir, h- tt, les deux membres de

l'équation (6), multipliés par le produit dp dp dp" Il en résulte

que le coeificient^/, ,„,„,... offre, avecl'intégrale comprise dans le second

membre de la formule (5), une valeur complètement déterminée et

indépendante du procédé suivi pour le développement de f(^,j, z, ...)

en une série multiple. Donc, si cette série multiple est fournie par

des développements successifs, dont chacun se rapporte à une seule

variable, elle restera identiquement la même, quel que soit l'ordre

dans lequel on ait effectué les diverses opérations.

Observons encore que, en vertu de la formule (4), le module du

coefficient ^^, ,„,„,... sera inférieur au rapport

.s

(7)
a' b'" Q." ...

si l'on représente par s le plus grand module que puisse acquérir l'ex-

pression

considérée comme fonction des angles o, /_, 4^, — Donc, par suite,

les divers termes de la série multiple fournie par le développement de

f(ic, j, s, ...) offriront des modules respectivement inférieurs aux

termes correspondants du développement du produit

/g) § ^^••:
(a — x)(b — y)(c — z)...

Supposons à présent que la fonction î(x,y, z, ...) reste continue

par rapport aux variables x, y, z, . . . , tant que les modules

X, y, z, ...

de ces variables ne dépassent pas les limites supérieures

a, b, c, ...

ou les limites inférieures

3/> b,, c,, ....

Dans cette hypothèse, on se trouvera de nouveau conduit à des con-
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dusions pareilles à celles que nous avons indiquées; et, pour les

établir, il suffira de substituer aux équations (2) et (3) des équations

analogues qui serviront encore à transformer en intégrales définies

f(x) et î(x, y, z-, . . .). Si l'on représente par

ce que deviennent les variables

quand on y remplace les modules

a, b, c, ...

par les modules

la formule (2), en particulier, devra être remplacée par la suivante

de laquelle on déduira sans peine l'équation qui devra être substituée

à la formule (3). Alors aussi la somme qu'indique le signe S dans la

formule (6) devra être étendue à des valeurs entières quelconques de

l, m, n, Enfin, dans les expressions (7), (8), s devra représenter

le plus grand module que l'expression

f(«, v, w, .. .),

considérée comme fonction des angles o, /, v(^, . . . , puisse acquérir,

quand on attribue à la variable u un des modules a, a,, à la variable (^

un des modules b, b,, à la variable w un des modules c, c , Cela

posé, on pourra évidemment énoncer la proposition suivante :

Théorème I. — Nommons

oc, y, z, ...

des variables dont les modules soient

X, y, z,
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Représentons par i{x^ y, z, . . .) une /onction de ces variables, et suppo-

sons que cette fonction reste continue pour toutes les imleurs des modules

X, y, z, ...

qui ne dépassent pas certaines limites supérieures

a, b, c, ...

ni certaines limites inférieures

3/> b,, Cl, ....

Non seulement, pour de telles valeurs des modules x, y, z, . .
. , la fonction

sera développable, suivant les puissances entières des variables x, y, z, . .
.

,

en une série multiple et convergente qui sera unique, et conservera tou-

jours la même forme, mais, de plus, les divers termes de cette série offri-

ront des modules respectivement inférieurs aux modules des termes cor-

respondants de la série convergente que fournit le développement du

produit

è) désignant la plus grande valeur que puisse acquérir l'expression

f('^, r, *, ),

considérée comme fonction des arguments des diverses variables, quand

on attribue à la variable x un des modules a, a,, à la variable y un des

modules b, b,, à la variable z un des modules c, c,,

Corollaire I. — Lorsque, la fonction ï{x,y,z, ...) étant dévelop-

pable en série convergente, on désigne par

le coefficient du produit
xl y-m z"

dans le développement, on a
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les sommations qu'indique le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs

entières, positives, nulle et négatives des exposants l, m, n, Pour

fixer les idées, nous supposerons dorénavant les sommations relatives

aux diverses variables, ou, ce qui revient au même, les sommations

relatives aux divers indices effectuées successivement, et l'ordre

dans lequel les variables seront écrites indiquera l'ordre dans lequel

les sommations seront effectuées. Ainsi, en particulier, si les variables

a?, y, ... se réduisent à deux, nous emploierons la formule

(12) f(^,7).-=2A7,,„^'/"^

pour exprimer que la fonction f(a7, j) résulte de deux sommations

successives relatives, la première à la variable x, la seconde à la

variable y, ou, ce qui revient au même, pour exprimer que la fonction

f(ic,j) est la somme d'une série simple et convergente ordonnée suivant

les puissances ascendantes de j, dont chaque terme est à son tour la

somme d'une série simple et convergente ordonnée suivant les puis-

sances ascendantes de x. Au contraire, nous nous servirons de la for-

mule

(13) . ï{x,y)^^lk,,,,j""x',

pour exprimer que la fonction f(a;, j)est la somme d'une série simple

et convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x,

dont chaque terme est lui-même la somme d'une série simple et con-

vergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de j. Il est bon

d'observer que, lorsque, au lieu de remonter de la série double ou

multiple à la fonction f(^, j) ou ^{x, y, s, . . .), on redescend de cette

fonction à la série multiple par une suite de développements partiels

dont chacun se rapporte à une seule variable, ces développements par-

tiels se présentent dans un ordre inverse de celui suivant lequel les

sommations étaient effectuées, le premier développement devant être

évidemment relatif à la série simple du rang le plus élevé. Observons

encore que, la série multiple étant supposée convergente, l'ordre

dans lequel les diverses sommations seront effectuées n'aura aucune
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influence sur leur résultat définitif. Ainsi, par exemple, s'il s'agit

d'une série double, les formules (12) et (i3) entraîneront immédiate-

ment la suivante

(i4) 2A-/,,^a:'j'"r:z2A'/,„,j"'a;'.

Corollaire IF. — Jusqu'ici nous avons supposé que les modules x,

y, z, ... des variables Xy y, z, ... ne dépassaient pas les limites supé-

rieures

a, b, c, ...

ni les limites inférieures

3/> b/, c,, ...

entre lesquelles ils peuvent varier, sans que la fonction ï{x, y, z, ,. .)

cesse d'être continue pour des valeurs quelconques des arguments de

x,y, z, Supposons maintenant que les modules x, y, z, . . . , con-

tinuant à varier par degrés insensibles, dépassent les limites dont il

s'agit, et que le développement de la fonction î(^x,y, z, . . .) devienne

divergent. Concevons d'ailleurs que, avec les modules x, y, z, . .
. , on

fasse varier encore, par degrés insensibles, les arguments dex^y^z, ....

La notation
y Z-

, ^/ ^,m ,-n— -' '^l,ni,ri,...^ J ~> . . . ,

en cessant de représenter la somme d'une série convergente, repré-

sentera du moins une somme syntagmatique, tant que chacune des

séries simples produites par les diverses sommations restera conver-

gente. Alors aussi, cette somme syntagmatique étant certainement

Une fonction continue des variables x, y, z, .,., il suit du théo-

rème IV de la page 89 que la formule (11) ne cessera pas de sub-

sister, si d'ailleurs la fonction ï{x,y,z, ...) reste elle-même continue.

On peut donc énoncer encore la proposition suivante :

Théorè31E II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I,

concevons que les diverses sommations indiquées par le signe S, dans la

formule Çii) et autres semblables, soient effectuées successivement et indé-

pendamment les unes des autres, en sorte que chacune d'elles ait pour
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objet le calcul de la somme ou des sommes d'une ou de plusieurs séries

simples ordonnées suivant les puissances entières d'une même variable.

Supposons d'ailleurs qu'à la suite du signe S on écrive les premières les

variables auxquelles se rapportent les premières sommations. Supposons

enfin que, après avoir attribué à ce, y, z, ... des valeurs dont les modules

ne dépassent pas les limites supérieures a, b, c, . . . , ni les limites infé-

rieures a^, 1),, c,, . . . , on fasse varier tout à la fois ces modules et les

arguments des variables par degrés insensibles. Si les variations dont il

s'agit, en détruisant la convergence de la série multiple produite par le

développement de la fonction ï(^x,y, z, . . .), sont telles néanmoins que

cette fonction ne cesse pas d'être continue, et que les séries simples corres-

pondantes à chaque sommation ne cessentpas d'être convergentes, lafor-

mule (il), c est-à-dire l'équation

ne cesserapas de subsisterpendant la durée des variations de x, y, z, ... ;

seulement l'expression

qui représentait d'abord la somme unique d'une série multiple conver-

gente, pourra devenir la somme syntagmatique d'une série divergente.

Corollaire L — D'après ce que nous avons dit, les conditions qui

doivent être remplies pour que la formule (ii) continue de subsister

se réduisent à ce que la fonction ï{x,y,z, ...) et la somme syntag-

matique

restent l'une et l'autre continues. La dernière condition se vérifiera

certainement tant que chacune des séries simples produites par les

sommations successives opérées dans l'ordre suivant lequel les va-

riables sont écrites restera convergente, ou, ce qui revient au même,

tant que les développements successifs de ^(x,y, z, ...) pourront s'ef-

fectuer dans un ordre inverse. Cette remarque permet au calculateur

de s'assurer, par la seule considération de la fonction f(x,y,z, .. .),

OEuvresde C. — S. I, t. IX. 9
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si les conditions sous lesquelles subsiste la formule (ii) sont ou ne

sont pas vérifiées.

Corollaire IL — Supposons que, dans la formule (ii), on ren-

verse l'ordre suivant lequel les variables sont écrites. Cette formule

deviendra

(i5) i{cc,y,z,...) = l.k,,^,n,...---z-y'-x',

la variable x étant alors celle à laquelle se rapportera la dernière som-

mation, ou, ce qui revient au même, le premier des développements

successifs de la fonction f(rr, y, z, . . .). Soit, d'ailleurs, A^ le coefficient

de x^ dans cette fonction développée en une série simple ordonnée sui-

vant les puissances ascendantes de x. L'équation

(i6) i{x,y,z, ...) = lkix^,

comparée à la formule (i5), fournira l'équation

(17) kl='^k,,r„,n,...-'--"y'"y

et, comme cette dernière devra subsister tant que la formule (i5)

subsistera, il est clair qu'on pourra énoncer encore le théorème sui-

vant :

Théorème III. — Nommons

î{x,y,z, ...)

unefonction des variables x,y, z, ... qui reste continue pour des valeurs

de X, y, z, ... dont les modules soient très voisins de certains modules

déterminés, et supposons que, pour de telles valeurs, on développe, comme

on pourra toujours le faire, la fonction {{x,y,z, . . .) : 1° ew une série

simple ordonnée suivant lespuissances entières de x; 2" en une série mul-

tiple ordonnée suivant lespuissances entières de x, y, z, .... Soient d'ad-

leurs

kix^ et A-/, ;„,„,......5"/'"^'

les termes généraux de ces deux séries. Non seulement on aura, pour les
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valeurs primitwement attribuées à x, y, z, . . .

,

(i8)
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mais sensiblement égal à l'unité, on attribue à j un module très petit.

Alors, en posant, pour abréger,

_ s(s -hi). . .{s-h n — i)

l^ in— »

i .2. . .n

on tirera de l'équation (20)

et par suite, si l'on nomme A„ le coefficient de x" dans le développe-

ment de f(a7,j) en une série simple ordonnée suivant les puissances

entières de x, on aura, pour un très petit module de j,

(Cl \ '"

Supposons maintenant que x et y viennent à varier. Comme la for-

mule (20) donnera, non seulement

a y \-' / ay \-'
Ç{œ,j) = {i-a)-^{i-a')-^(i-^-^\ Yi

a 4- ay

mais encore

f(x, j) = (I - a)-^ (I - a.)- fi - -^LL. (1 _ ,)
L I — a \j: j

il est clair que la fonction f(a7, j) et les divers termes de son déve-

loppement, suivant les puissances ascendantes de x, resteront fonc-

tions continues de x, y, si le module de x et les modules des trois

expressions
ay ay ay / i

a?, '

(
— — I

J — a I — a-\- ay j — a\x

restent inférieurs à l'unité. Sous ces conditions, la formule (21) conti-

nuera de subsister. D'ailleurs, il ne sera pas nécessaire que ces condi-

tions se vérifient pour un argument quelconque de ar : il suffira qu'elles

se vérifient pour un argument de x sensiblement nul ou même égal à

zéro, c'est-à-dire pour une valeur réelle et positive de x. Enfin, comme
on pourra prendre pour cette valeur positive un nombre inférieur à la
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limite i, mais aussi rapproché que l'on voudra de l'unité, et par suite

réduire sensiblement le produit

ay
X

I — a-\-ay

au rapport
ay

I — a-\- ay

et le produit

I — a\x

à zéro, nous devons conclure que les conditions, sous lesquelles sub-

sistera la formule (21), se réduiront aux deux suivantes :

a Y a Y
mod.—^— <i, mod. <i.

I — a I — a-{- ay

§ II. — Développement des fonctions clUine seule variable en séries ordonnées

suivant les puissances entières de l'argument de cette variable.

Nommons x une variable dont x soit le module et/? l'argument, en

sorte qu'on ait

a;=zxeP'f-^

.

Soit encore f(^) une fonction de x qui reste continue pour toute

valeur du module x qui ne dépasse pas une certaine limite supé-

rieure a, ni une certaine limite inférieure a,. La fonction f(x) sera,

pour une telle valeur de x, développable en une série convergente

ordonnée suivant les puissances entières de la variable x, ou, ce qui

revient au même, suivant les puissances ascendantes du module x;

et, si l'on nomme k^ le coefficient de x" dans le développement de la

fonction, on aura

(1) î{x) = lk^x\

la somme qu'indique le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs entières,

positives, nulle et négatives de n. De plus, si Ton substitue à x sa
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valeur dans le second membre de la formule (i), on trouvera

D'ailleurs e"^v/-< sera, pour une valeur quelconque de n, développable

suivant les puissances ascendantes de/? par la formule

;rt/;./-l— y \^ y V pm
P

1 .2. . ./n

la somme qu'indique le signe S s'étendant à toutes les valeurs entières,

nulle et positives de m, et le produit i.i...m devant être remplacé

par l'unité quand m s'évanouit. Donc la formule (2) donnera encore

(3) [{x) = lkS'^^'^^ p'-x\

la première des sommations qu'indique le signe S étant relative aux

diverses valeurs de m. Ainsi la fonction f(^), développée d'abord en

une série simple ordonnée suivant les puissances entières de Xy sera

encore développable en une série double et convergente, ou du moins

en une série double syntagmatique ordonnée suivant les puissances

ascendantes de l'argument p et suivant les puissances entières du

module x. Lorsque cette série double sera convergente, on pourra

renverser l'ordre des sommations et substituer à l'équation (3) cette

autre formule

(4) {{x)=1kS-^^^El^^npm^

Alors aussi, en posant, pour abréger,

"'--^"n
1.2... m ''"'

on trouvera

(5) i{x)^l.h,„p'\

la somme qu'indique le signe S s'étendant à toutes les valeurs entières,

nulle et positives de m.



EXTRAIT N" 280. 71

II est bon d'observer que, dans l'équation

on peut toujours supposer l'argument/? compris entre les limites — r.,

-h T.. Adoptons cette supposition. Pour que la série double produite

par le développement de la fonction

f(^)=:f(xe''v^)

reste convergente, il suffira que l'expression

considérée comme fonction de deux variables x et/?, reste continue

par rapport à ces variables, dans le cas même où chacune d'elles, sans

changer de module, deviendrait imaginaire; et comme, dans ce cas,

pour un module de p compris entre les limites — -, -h t., le module

de l'exponentielle trigonométrique eP^ ne pourrait dépasser la limite

supérieure e'^, ni la limite inférieure e-'^, il suffira que, des deux pro-

duits

le premier ne puisse devenir supérieur à la limite a, ni le second in-

férieur à la limite a,. En d'autres termes, il suffira que les logarithmes

népériens des rapports

a X

x' ïï;

surpassent tous deux le nombre

TT = 3,i4i59265. . ..

D'autre part, en désignant par u, v deux variables nouvelles qui

aient pour modules a, a,, et pour argument un angle variable 9, on

aura

(6)

— Tl «^ — TV



72 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE.

Ce n'est pas tout : si l'on pose, pour abréger,

l'équation

(7) U — X ^o

pourra s'écrire comme il suit

et cette équation, résolue par rapport à/?, offrira une infinité de ra-

cines de la forme

(8) pr=.(s^ — Q\/—i -\- liv:^

i désignant une quantité entière positive ou négative. On trouvera,

par suite,

(9) —^^—sT^^y, —^T=^'

la somme qu'indique le signe S s'étendant à toutes les valeurs entières

de i. De même, en posant

a.

on trouvera

(10)
' —^=:v^=r7y

/? — ( 9 + 2 f Tî ) — ô, s/— 1

Cela posé, on tirera évidemment de la formule (6)

271 J_^.^[^_(ç_|_2i7r) + Ôv/—

T

yO — (9H-2J7T) — 0,V^— iJ

Lorsque le nombre it est effectivement compris entre les limites 0, G,,

qui représentent les logarithmes népériens des rapports -, —5 on peut

développer suivant les puissances ascendantes de p chacune des frac-

tions comprises sous le signe f dans le second membre de la for-

mule (i i), et alors on obtient la valeur de ^(cc), développée à son tour
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suivant les puissances ascendantes de/?, par une formule qui s'accorde

nécessairement avec l'équation (5). Ajoutons que, si dans le second

membre de la formule (ii) on nomme $ la partie correspondante à

une valeur nulle de i, on aura

dcf

dd^.

0.) ^^.v^zirr Hu) f(.) 1

et, par suite,

la valeur de c^ étant

Remarquons enfin que, des formules (5) et (i3), on tirera

i{x)-(^^l{K,-c,n)p^

et, par conséquent.

Supposons maintenant que le nombre t: cesse d'être renfermé entre

les limites ô, 6,. Alors les équations (5) et (i3) cesseront d'être

exactes, attendu que les fractions renfermées sous le signe T, dans la

valeur de $, cesseront d'être toujours développables en séries ordon-

nées suivant les puissances ascendantes de p. Mais il n'en sera pas de

même des autres fractions renfermées sous le signe Tdans le second

membre de la formule (ii), attendu que, pour une valeur de i diffé-

rente de zéro et pour une valeur de ç comprise entre les limites — tt,

+ 71, les modules des expressions imaginaires

seront toujours supérieurs au nombre tt. Donc alors la formule (i5)

continuera de subsister. Ainsi, dans le cas où le développement de

i(x) en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de p
OEuvresdeC. — S. I, t. IX. lO
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deviendra divergent, il suffira de modifier la série obtenue, comme

l'indique la formule (i5), pour retrouver un développement con-

vergent auquel devra s'ajouter la valeur de $ déterminée par l'équa-

tion (12). Remarquons encore que, dans la formule (12), les fractions

comprises sous le signe y pourront généralement se développer, pour

certaines valeurs de ç, suivant les puissances ascendantes de p, et,

pour d'autres valeurs de «p, suivant les puissances descendantes dey»,

et que, en conséquence, la fonction ^ sera toujours développable,

suivant les puissances ascendantes et descendantes de/>, en une série

dont les coefficients seront des intégrales prises entre des limites qui

dépendront elles-mêmes de l'argument p.

Je développerai, dans d'autres articles, les conséquences les plus

remarquables des nouvelles formules que je viens d'établir.

281.

Analyse mathématique. — Mémoire sur les approximations des fonctions

de très grands nombres.

C. R., T. XX, p. 481 (24 février 1845 ).

Au moment où il s'agissait de proposer un sujet de prix pour les

Sciences mathématiques, un de nos confrères remarquait avec raison

que les travaux des géomètres sur la détermination des fonctions de

très grands nombres laissaient encore beaucoup à désirer. J'ai, il est

vrai, dans un précédent Mémoire, étendu la théorie de leurs approxi-

mations, en établissant des formules qui comprennent, comme cas

particuliers, celles que Laplace avait données. Mais, dans le Mémoire

de 1827, je me suis borné au calcul du premier terme de la série qui

représente la fonction dont on cherche la valeur approchée. Ayant

réfléchi de nouveau sur cet objet, j'ai été assez heureux pour obtenir

une théorie générale qui fournit, avec les valeurs approchées des
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fonctions, leurs développements en séries convergentes ou en séries

syntagmatiques dont les sommes représentent les fonctions elles-

mêmes. Cette théorie nouvelle est fondée sur la considération de la

série qu'on obtient quand on développe une fonction d'une seule va-

riable suivant les puissances entières de l'argument de cette variable.

Les formules auxquelles je parviens renferment une transcendante

unique, savoir l'intégrale de l'exponentielle négative qui a pour expo-

sant le carré d'une variable. Mes formules peuvent être appliquées,

avec un égal succès, et aux problèmes du calcul des chances et aux

problèmes astronomiques. Elles fournissent un nouveau moyen de

calculer aisément les mouvements des planètes, et, en particulier, les

inégalités périodiques d'un ordre élevé.

Dans un prochain article, j'exposerai en détail les calculs et les

résultats que je viens d'indiquer sommairement.

282.

Analyse mathématique. — Note sur les modules principaux

des fonctions.

C. R., T. XX, p. 546 (3 mars i845).

Soit

X — reP'f-^

une variable imaginaire, dont r désigne le module et p l'argument.

Soit encore

une fonction de la variable x, qui reste continue avec sa dérivée du

premier ordre, par rapport à r et à /?, pour des valeurs du module r

très voisines d'un certain module x. Enfin soit M le module de la fonc-

tion

f(reP\/^).
r
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Si, dans cette fonction, l'on fait varier seulement l'argument />,

R acquerra des valeurs diverses, parmi lesquelles se trouveront des

maxima et minima correspondants aux valeurs de p, qui vérifieront la

condition

(t) BpB= o.

Soit Si. le plus grand des maxima ou le maximum maœimorum de R,

considéré comme fonction de p. A sera une fonction de la seule va-

riable r; et, pour la valeur x du module r, si acquerra une valeur

déterminée. Supposons maintenant que, r venant à croître à partir de

la valeur x, la fonction Si diminue; on aura

(2) D;.^<0.

D'ailleurs Si est ce que devient R quand on y suppose p réduit à une

fonction de r, déterminée par la formule (i); et, comme on aura, dans

cette supposition,
D,<a = D,R + DpRD;./?,

par conséquent, eu égard à la formule (i),

(3) D,.Jl = D,R,

il est clair qu'à la condition (2) on pourra substituer la suivante :

(4) D,R<o.

Concevons à présent que, le module r croissant toujours, la fonc-

tion R ne cesse pas d'être finie et continue. Le maximum maximorum

de R relatif à l'argument /?, c'est-à-dire la fonction de r désignée

par a, ne pourra cesser de décroître, pour croître ensuite, qu'après

avoir atteint une valeur minimum. Cette valeur minimum sera ce que

j'appellerai un module principal de la fonction f(^). D'ailleurs, ce mo-

dule principal étant tout à la fois un maximum de R, considéré comme

fonction de/? et un minimum de ^, répondra généralement à des va-

leurs de r et /? qui vérifieront les conditions

(5) DpR = o, D,cylr=o,

(6) D^R<o, D^Jl>o.
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Ajoutons que de la formule (3), jointe à l'équation (i), on tirera

et que, en vertu de cette dernière équation, jointe à la formule (3), on

pourra réduire les conditions (5), (6) aux suivantes :

(7) J)pR= o, î),.R = o,

(8) D^/î<o, D^iî-^^^^^>o.

Il y a plus : si l'on nomme
5 et 5

les logarithmes népériens des modules

r et i?,

en sorte qu'on ait

(9) r=:e', R = e^,

il est clair que s croîtra indéfiniment avec r, et S avec R. Il en résulte

qu'en considérant i?, non plus comme une fonction de r et p, mais

comme une fonction de s et/?, on pourra substituer aux formules (i)

et (4) les conditions

(ïo) DpS= o, D,5<o,

et aux formules (7), (8) les suivantes :

(") BpS= o, I)sS=zo,

(la) J)pS<o, D|5-^^^5^
DIS

2

>o.

Il nous reste à faire voir que, pour décider si les formules (9), (11)

ou (12) sont ou ne sont pas vérifiées, il suffît de recourir à la seule

considération de la fonction f(£c) et de ses dérivées du premier et du
second ordre, prises par rapport à la variable œ.

Si l'on nomme P l'argument de {(ce), en sorte qu'on ait
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les valeurs de x^ f(a;), exprimées en fonction de s, p, S, P, seront

(i4) a;z=e'+P^', f{x) = e^+PyF'K

Donc, si l'on considère x, S, P comme des fonctions de s, p, et si l'on

pose, pour abréger,

f'(a.) = D,f(a.), f"(^)=Dlf(x),

on trouvera, non seulement

Dpa;=:— ^, J)pJ)sa: = x\J— I , YS\x:zzx,

mais encore

(i5) D^(5 + P v^=rï) = sf=r^ \i,{s + p \/=:7),

(16) D^(5 + PsT^y) = v/^=^ DpD,(5 + p \f^i) = - D| (5 + p \/^=^i),

les valeurs de D,(S + P \f^^i), DJ {S -h P y^^) étant

et, par suite,

S

D^5 = -D,P, T)pP = T)sS,

\dIS = -DpBsP= -J)JS, DlP = J)pDsS = -J)sP.

Or, comme on tire des équations (17) et (18)

^=J)^S-BpS^.
et

D|5 = -D«5,

les formules (i i) pourront être évidemment réduites à la seule for-

mule

. . xi'ix)

et les conditions (12) à la seule condition

(20) D^5<o,
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puisque, en supposant la condition (20) vérifiée, on aura

i....-i^'=-D,4..(wy]>„.

On doit observer, en outre : 1° que dans l'équation (19) on peut

laisser de côté la racine

à laquelle correspondrait une valeur nulle de DJ5; 2° qu'on pourra

omettre pareillement le diviseur f(^), si, comme nous l'avons sup-

posé, on se borne à faire varier le module r entre des limites telles

que la fonction ï{x) ne cesse pas d'être continue. On pourra donc

alors réduire l'équation (19) à celle-ci :

(21) f'(^) = o.

Ajoutons que, en vertu des formules (i5), (16) et (17), les condi-

tions (10) se réduiront évidemment à ce que la valeur du produit

soit réelle, mais négative, et la condition (20) à ce que la partie réelle

du produit

xi'ix)
(23) xJ)^

ï{x)

reste positive. Remarquons enfin que, dans le cas où l'équation (21)

se vérifie, l'expression (23) peut être réduite au produit

î{x)

Cela posé, on pourra évidemment énoncer la proposition suivante :

Théorème I. — Soient

X = r eP'J-^

une variable imaginaire, dont r désigne le module, et ï{x) une fonction

de la variable x, qui reste continue avec sa dérivée du premier ordre,
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dans le voisinage d'une valeur particulière x attribuée au module r. Soient

encore R le module de la fonction f(^), et SK. le maximum maximorum

de R, considérée comme /onction de la seule variable p. Enfin supposons

que, le module r venant à croître à partir de la valeur x^ sans que lafonc-

tion ï{oc) cesse d'être continue, le module .R commence par décroître, pour

croître ensuite. Non seulement la valeur de /?, à laquelle correspondra le

module ^, donnera pour le produit

œ{'{œ)

une valeur réelle qui, d'abord négative, finira par changer de signe, en

passant par zéro, mais, de plus, ce changement de signe aura précisé-

ment lieu à l'instant où le module ^, devenant un minimum, sera réduit

à ce que nous appelons un module principal de la fonction f(a?); et

alors la valeur de x, en vérifiant l'équation

rendra généralement positive la partie réelle du produit

ï{x)

Ajoutons que, réciproquement, si ces deux conditions sont vérifiées, pour

une valeur donnée de Xy la valeur correspondante de R sera un module

principal deî(x).

Corollaire I. — Nous avons ici considéré le cas général où la partie

réelle de f"(^) "6 s'évanouit pas pour une valeur de x qui vérifie l'é-

quation
f'(^) = o.

Dans le cas contraire, pour décider si un module principal de la

fonction f(a;) correspond à la valeur trouvée de x, on ne pourrait

plus se borner à la seule considération de la fonction f (a?) et de ses

dérivées du premier et du second ordre. Il faudrait, comme dans la

théorie ordinaire des maxima et minima, faire encore entrer en ligne
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de compte les dérivées d'un ordre supérieur au second, ou du moins

la première de celles qui ne se réduiraient pas à zéro.

Corollaire II. — Pour montrer une application très simple du théo-

rème ci-dessus énoncé, posons

n étant un nombre quelconque. Dans ce cas, l'équation (19) ou (21),

réduite à la formule
X — /l =: O,

offrira une seule racine finie, savoir

^z= n.

Comme on aura d'ailleurs

x''{"{x)

on conclura du théorème ci-dessus énoncé que la fonction

admet un seul module principal, qui se confond avec la valeur mini-

mum calculée pour le cas où la variable x reste réelle. Ce module

principal, correspondant à la valeur n de x, se trouve représenté par

le produit

283.

Analyse mathématique. — Mémoire sur les approximations des fonctions

de très grands nombres.

C. R., T. XX, p. 552 (3 mars 1845 ).

La théorie nouvelle et générale que je vais établir repose, comme

je l'ai déjà dit dans la dernière séance, sur la considération de la série

simple qu'on obtient quand on développe une fonction d'une seule

variable suivant les puissances entières de l'argument de cette variable,

OEuvres de C. ~ S. I, t. IX. II
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Après avoir montré dans le premier paragraphe qu'on peut faire servir

ce développement à la détermination du terme constant ou même d'un

terme quelconque de la série simple qui représente la même fonction

développée suivant les puissances entières du module, j'examine les

conséquences importantes qui se déduisent de cette vérité pour l'ap-

proximation des fonctions de très grands nombres, et je prouve, en

particulier, que la détermination approximative d'une fonction qui

renferme un facteur élevé à une très haute puissance peut être géné-

ralement ramenée à la détermination du module principal de ce fac-

teur. Il y a plus : je fais voir comment on peut développer de telles

fonctions en séries rapidement convergentes, qui permettent de les

calculer avec une exactitude aussi grande que l'on voudra. Parmi les

résultats auxquels je suis ainsi parvenu, il en est un surtout qui paraît

digne de remarque, et que je vais immédiatement énoncer.

Soit F(.r) une fonction de x, qui renferme un facteur élevé à une

très haute puissance, en sorte qu'on ait

F(^) = .X"f(jc),

n désignant un très grand nombre, et,x étant lui-même fonction de x.

Supposons d'ailleurs que la fonction F(a7) reste continue avec sa dé-

rivée du premier ordre, pour tout module de x qui ne dépasse pas une

certaine limite supérieure a, ni une certaine limite inférieure a,. Sup-

posons encore qu'une certaine valeur k ([q x oïïvq un module x com-

pris entre ces limites, et qu'à cette valeur corresponde un module

principal de la fonction .x. Enfin, nommons a la valeur particulière du

produit

2 Xi

correspondante à a: = /;, et A le terme indépendant de la variable x

dans le développement de F(^) suivant les puissances entières de

cette variable. Si les logarithmes népériens des rapports

a X

x' a.
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surpassent tous deux le nombre

Il = 3,14159265. . .,

on aura

A = e-
„„ FLA-e^"") J +F[Ae ("")

J r"^ ^.
,nD„ —L__ J L __—J i g-anp* çlp

27^ Jn

la lettre caractéristique D„ indiquant une différentiation relative à n,

et les facteurs symboliques devant être remplacés par leurs déve-

loppements suivant les puissances entières de D„. Ajoutons qu'à ces

mêmes développements correspondra un développement très conver-

gent de A, qui renfermera la seule transcendante

\lan t/o

et qui, pour de très grandes valeurs de n, se réduira sensiblement à

son premier terme, c'est-à-dire à la moitié du rapport

sjmxa

Ce n'est pas tout ; la moitié de ce rapport représentera encore, à très

peu près, la valeur de A correspondante à de grandes valeurs de n,

dans le cas même où les logarithmes népériens des quantités -, - ne
X a,

seront pas l'un et l'autre supérieurs au nombre iz.

Dans le second et le troisième paragraphes, j'applique la nouvelle

théorie à la solution de divers problèmes et à l'établissement des

formules générales à l'aide desquelles on détermine facilement les

perturbations d'un ordre élevé dans les mouvements des corps cé-

lestes.
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284.

Analyse mathématique. — Mémoire sur les approximations des fonctions

de très grands nombres.

C. R., T. XX, p. 691 (17 mars 1845).

Nous allons exposer ici, avec quelques développements, la théorie

nouvelle qui fait l'objet de ce Mémoire, et qui repose sur, les bases

déjà indiquées dans de précédents articles (voir, en particulier, le

Compte rendu de la séance du 3 mars i845).

Analyse.

§ I. — Considérations générales. >.

Nommons x une variable dont x soit le module et p l'argument, en

sorte qu'on ait

X =^xeP'J-\

Soit encore î(x) une fonction de x qui reste continue, avec sa dérivée

du premier ordre, pour toute valeur du module x qui ne dépasse pas

une certaine limite supérieure a, ni une certaine limite inférieure a,.

Enfin, posons

U^h e.^V""

la lettre caractéristique 1 indiquant un logarithme népérien. Si le

nombre
7r = 3, i4i59265. . .,

qui exprime le rapport de la circonférence au diamètre, est inférieur

aux deux nombres 6, G,, alors, d'après ce qui a été dit dans la dernière

séance, la fonction

dans laquelle la valeur numérique de p peut être supposée inférieure
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à Tz, sera toujours développablc en une série simple et convergente,

ordonnée suivant les puissances ascendantes de l'argument/?; et, en

désignant par

le terme général de cette série, on aura

(I) f{cc)=^lh,,p'n,

la somme qu'indique le signe L s'étendant à toutes les valeurs en-

tières, nulle et positives de m. Si, au contraire, le nombre tz surpasse

les deux limites G, G,, ou seulement l'une d'elles, alors, en désignant

par CT la plus petite de ces limites, il faudra supposer la valeur numé-

rique de p inférieure à ct, pourvu que la fonction f(x) reste dévelop-

pablc en série convergente suivant les puissances ascendantes de p.

Donc alors, en désignant, comme ci-dessus, par hj^p"^ le terme général

du développement, on devra restreindre la formule (i) au cas où,

abstraction faite du signe, l'argument/? restera inférieur à zs.

Faisons voir maintenant que, si l'on suppose connu le développe-

ment de la fonction f(ao) en une série simple ordonnée suivant les

puissances ascendantes de l'argument p, on pourra en déduire, avec

facilité, le terme constant ou même un terme quelconque du déve-

loppement de la même fonction en une série simple ordonnée suivant

les puissances entières du module x, ou, ce qui revient au même, sui-

vant les puissances entières de la variable ce.

Nommons k^ le coefficient de x" dans le développement de f(x)

effectué suivant les puissances entières de x, pour un module x de x
renfermé entre les limites a et a,, de sorte qu'on ait

( 2 ) f (^ ) = ^0+ ^1 -^ + ^2 ^^+ • . . + ^-1^-*+ A'_2 a;-2+ . .
.

,

ou, ce qui revient au même,

(3) fix) = l/,,x»,

la somme qu'indique le signe S s'étendant à toutes les valeurs en-
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tières, positives, nulle et négatives de n. On tirera de l'équation (2)

(4) K^^^f î{x)dp.
«^— 7t

Il y a plus : en remplaçant, sous le signe y, x par xe^^, on tirera

de la formule (4)

(5) ^o=^f i(xeP^/~Odp

OU, ce qui revient au même,

Cela posé, si la limite cj, qui représente le plus petit des deux nom-

bres ô, 9,, vérifie la condition nï>>7r, on tirera des formules (i) et (4)»

ou, ce qui revient au même, des formules (i) et (6),

(7) ^0=-^'
j: ^'«2m-h-i

la somme qu'indique le signe S s'étendant à toutes les valeurs en-

tières, nulle et positives de m. Si, au contraire, on a cy<<7r, on pourra

remplacer l'équation (4) par la suivante

(8) ^0=—/ H^)dp'V-\ -^ '—-^ '-^dp,

et l'on tirera de cette dernière, combinée avec la formule (1),

(û) kQ= -^h^,n !- - / -^ ' ^ dp.

Les séries dont les sommes entrent dans les formules (7) et (9)

seront certainement convergentes. Mais on peut leur substituer d'au-

tres séries plus rapidement convergentes, en opérant comme je vais

l'indiquer.

Supposons que, dans la formule (4) ou (8), on décompose, sous le
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signe r, f(a?) considérée comme fonction dep, en deux facteurs cp(/?)

et x(p)* ^^ sorte qu'on ait

(lo) H^) = 9ip)xip)'

Supposons encore que le facteur ?(/?), tout comme la fonction

reste, avec sa dérivée, fonction continue de p, pour tout module de p
inférieur à cj. Alors, pour un tel module, on pourra développer ce fac-

teur 9(/?) en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de p;

et, en désignant par

le coefficient de x"" dans le développement obtenu, on aura

(") 9(/>) = 2c,„/?"';

puis, en combinant la formule (lo) avec la formule (ii), on trouvera

(12) f{a;) = lc,„p"'x{p).

Or on tirera évidemment de cette dernière équation, jointe à la for-

mule (4) ou (8), i'' en supposant cy > u,

('3) ko=—ic,n p'-xip)dp;

2^ en supposant ci < tt.

(.4) *.= ^2o,„/%..,(/,)^, + 1 r''f(x.w-.)^f(..-w=T)
dp.

On doit remarquer particulièrement le cas où, dans les formules (i3),

(i4), on suppose

X{p) = e\

P désignant une fonction entière dep. Alors, en effet, les deux expo-

nentielles

restent, avec leurs dérivées, fonctions continues de l'argument P, et
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par suite la fonction <^{p), déterminée par l'équation (lo), de la-

quelle on tire

(i5) 9(;p) = e-Pf(a^),

remplit certainement la condition de rester continue avec sa dérivée

en même temps que la fonction f(a;). Il y a plus : si, pour fixer les

idées, on pose

a désignant une constante réelle ou imaginaire, alors, comme on aura

\ r^' t—, , sinaTT— / e'^P v-i dp =

et, par suite,

^— Tt

on tirera de la formule (i3)

ou, ce qui revient au même,

, , , I / Da \ sinaTT
(17) ^o=-9

71 w ij a

la valeur de <p(p) étant, en vertu de la formule (10),

<p (/))=: e-'^^ v'^ f( X e^v^ )-

Si, au contraire, on pose

alors, comme on aura

et

Ç p^"^e-''P'dp = {—ï)'"'D^ f e-'^P'dp
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on tirera de la formule (i3)

(18) ko=.~l{-iy-c,^-D^J e-^p'dp

OU, ce qui revient au même,

(19) ko= — ^^ ^ ^ -I e-'^P^dp,
27T 2 J_^

la valeur de 9(/)) étant

(ao) cp(/?)=re«^'f(xePv^).

Les formules (16), (17), (18), (19), toutes déduites de l'équation (i3),

se rapportent au cas où l'on a cT>Tr. Si l'on avait, au contraire, cj<7r,

ces formules devraient être remplacées par celles que l'on déduirait

de l'équation (i4). Alors, par exemple, à la place de la formule (19),

on obtiendrait la suivante :

Jusqu'ici, en supposant connu le développement de la fonction f(^)

suivant les puissances ascendantes de l'argument/y, nous nous sommes
borné à déduire de ce développement la valeur de k^,, c'est-à-dire le

terme constant de la série qui représente le développement de la

même fonction suivant les puissances entières de la variable œ. Si l'on

voulait obtenir, non plus la valeur de /c^y mais celle de la constante k^

qui sert de coefficient à ce" dans le dernier développement, il suffirait

évidemment de remplacer, dans les diverses formules, la fonction ^(x)

par le rapport

attendu que, en vertu de l'équation (2), 4 sera précisément le terme
constant du développement de ce rapport on série ordonnée suivant

les puissances entières de ce. On arrivera encore aux mêmes conclu-

OEuvres de C. — S. I, t. IX. I 2
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sions, si l'on observe que de la formule (2), divisée par ^S on tire

I r""
(22) ^„= — I x-"^ iix)dp.

271 J_^

Une fonction donnée d'un très grand nombre n peut être considérée

comme représentant le coefficient ^" dans une série ordonnée suivant

les puissances entières de x. Telle est, en particulier, la fonction k^,

déterminée par la formule (22). Rien n'empêche d'ailleurs de sup-

poser que, dans les calculs précédents, on remplace la fonction ï{x)

par une autre qui dépende elle-même du nombre n, et renferme, par

exemple, un facteur élevé à la n}^"^^ puissance.

Supposons, pour fixer les idées, que, dans le second membre de la

formule (22), on remplace ^{oc) par le produit

a;»=X:."f(^),

"X désignant une nouvelle fonction de x, et nommons A„ ce que devient

alors kn, ou, ce qui revient au même, nommons A„ ce que devient la

valeur de ^0 déterminée par la formule (4), lorsqu'on remplace, dans

le second membre de cette équation, la fonction ï{x) par le produit

3i''î{x) = ¥{x).

On aura

(23) A,= -^f\'^f{x)dp=^jyix)dp.

Supposons d'ailleurs que x, comme f(^), reste, avec sa dérivée, fonc-

tion continue de la variable x, pour tout module de cette variable qui

ne dépasse pas la limite supérieure a, ni la limite inférieure a,. Enfin,

supposons que l'on prenne, non plus

mais

X(/)) = e-««/''

et, par suite,

(24) 9(/») = e««/''F(^) = e«'»/''F(xePN^).
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Alors, à la place des formules (i8), (19), on obtiendra deux autres

équations du même genre; et, en se servant de la caractéristique D„

pour indiquer une différentiation relative à n, on trouvera : 1° si l'on

a C7 ^7:,

(,5) A,= '- -Li^ ^ J L i-°i i r .-«». dp;

2^ si l'on a cj ^^TT,

(26) {
Ti i/o

11 est bon d'observer que, dans les seconds membres des for-

mules (25) et (26), le facteur symbolique

fe)v^-[-(^)H

est toujours réductible, par le développement de la fonction qu'in-

dique la lettre 9, à une fonction entière de la caractéristique D„. On

arriverait à la même conclusion, en songeant que les valeurs de A„,

fournies par les équations (20) et (26), ne diffèrent pas de celles que

donnent les formules

(27) - X^^l r^APy±9{:^Ple-an,^dp,
"^ Jo ^

(28) A„=i r ?(/» + ?(-/^) ,-a.pV^4--^ /->(/>) + <p(-;>)^_^,

quand on y substitue, dans l'intégrale prise à partir de l'origine zéro,

le développement de 9(/>). Ajoutons que si, dans ces formules, on
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remplace o par -^j elles deviendront respectivement
Sjn

(29)
7: V n t/o 2

L , r '(É)-'(-g)
(3o) "

7rv/^-/>
2

Les formules (25) et (26) ou (29) et (3o) fournissent le moyen

d'obtenir aisément, avec une grande approximation, la valeur appro-

chée de A„. Pour le faire voir, considérons d'abord le cas particulier

où l'on a x= I, et où un module principal de la fonction x corres-

pond précisément à la valeur i de la variable x. Alors, si l'on désigne

par
cAs , cAs , CAS , ...

les dérivées successives de la fonction ^ différentiée par rapport à x,

non seulement l'équation

(3i) ^'=0

sera vérifiée quand on posera x = i\ mais, de plus, la valeur corres-

pondante du produit

offrira généralement, pour partie réelle, une quantité positive. Sup-

posons la constante a réduite précisément à la moitié de cette valeur.

Comme, en vertu de l'équation

on aura généralement
Y)pX=z œ sj— I ,
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et, par suite, pour a? = I,

le développement de x suivant les puissances ascendantes de p se

réduira, pour la valeur i de la variable ic, à un produit de la forme

3(i — a/?'+ ...),

5 désignant la valeur de x> qui correspond sl x = i. Donc le dévelop-

pement du produit

sera de la forme

et la valeur de ^(p), donnée par l'équation

9 (/?) = «««p' F(^) = .X'» e«"/'' f(^),

sera de la forme

(32) cp(^) = 3(n_^,^3_j__,)«f(ep^).

Donc, si l'on pose de nouveau

(^{p) = Ic,nP"',

c'est-à-dire si l'on désigne par c„, le coefficient de p"", dans la fonc-

tion <^(p) développée suivant las puissances ascendantes de/?, on

aura

c-5 c- aQi1±I1i>
2

et pour 772 > I, le coefficient c„„ considéré comme fonction de n, sera

d'un degré inférieur ou tout au plus égal à j- Donc, enfin, dans le

développement de la somme

le premier terme se réduira simplement à

5f(l)=:F(l),
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les deux termes suivants étant de l'ordre de -> deux autres étant de
n

l'ordre de — > et ainsi de suite. Il en résulte que, pour de grandes

valeurs de n, les intégrales, prises à partir de l'origine zéro, dans les

seconds membres des formules (29), (3o), se développeront en des

séries très rapidement convergentes, ainsi que les produits de ces

intégrales par -j^- Comme on aura d'ailleurs sensiblement, pour de

grandes valeurs de n,

e-'^p' dp= e-'^p' dp=U-

nous devons conclure qu'en négligeant, vis-à-vis de l'unité, les termes

de l'ordre de - ou d'un ordre plus élevé, on tirera de la formule (29)

(34) An— - -j=~-y
^ \mza

et de la formule (3o), jointe à l'équation (24),

(35) A„.= --^i£(i + a),

la valeur de a étant

(36) oc = 2 «M - / -^ ^ ... , dp.
\Try J^ 2*(i) ^

J'ajoute qu'alors a sera sensiblement nul, et qu'en conséquence la

formule (35) pourra être réduite, sans erreur sensible, à la for-

mule (34). Effectivement, puisqu'à la valeur i do x correspond un

module principal de la fonction .x, il est clair que, si l'on nomme Si

le module de ^ pour/? = o, et X^ le module de x pour une valeur

numérique de p comprise entre les limites cr et tî, X sera un nombre

inférieur à l'unité. Soit d'ailleurs [j. la plus grande valeur que puisse

acquérir le rapport *

f(^)

r(i)
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quand 7> varie, abstraction faite du signe, entre les limites dont il

s'agit. Le module de l'intégrale comprise dans le second membre de

la formule (36) sera évidemment inférieur à la quantité

et, comme le produit de cette quantité par rî^ sera sensiblement nui

pour de très grandes valeurs de n, on pourra en dire autant de la

valeur de a que fournira l'équation (36).

Si, en supposant le nombre n très grand, on veut obtenir pour A„,

non pas seulement une première valeur approchée de la fonction A«,

mais encore, à l'aide de plusieurs approximations successives, des

valeurs de plus en plus exactes, on devra remplacer la formule (34)

par les formules (^5), (26); et alors on pourra se servir de diverses

méthodes pour déterminer approximativement les intégrales renfer-

mées dans ces formules, après avoir transformé les deux intégrales

dont zéro est l'origine, à l'aide des deux équations

\/an Jq

e-P'dp=-7i^— e-P'dp.

tJ /iïn

Il suit d'ailleurs évidemment de la formule (37) que les dérivées suc-

cessives de l'intégrale

f
différentiée par rapport à /^, ne renferment pas d'autre transcendante

que cette intégrale même. Ajoutons que, si, dans la formule (25) ou

(26), on substitue la valeur de ?(/?), tirée de l'équation (24), on

obtiendra la valeur de A„ sous une forme qui se prête facilement

aux approximations successives. On trouvera ainsi : i*' en suppo-

sant CJ ^ 7i,

(89) A^^e-"""^-!-^^
A-^t\_xe j / ^.««p,^

2TC J,
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2^ en supposant cy>'rr,

(4o)

, „ F xeV"") J+F xe («")
J

/-^ „„ . .

A„= e-'^^" —^ ^^î ^=
I e-^'^p dp

V„ 2 71
^•

Jusqu'ici nous avons supposé que la valeur i de la variable se cor-

respondait à un module principal de la fonction ^x. Supposons main-

tenant que le module de ^ devienne un module principal, non plus

pour x = i, mais pour une autre valeur réelle ou imaginaire de ce,

représentée par k. Si, dans la fonction

F(^) = X«f(^),

qui reste continue par hypothèse pour tout module de se compris entre

la limite supérieure a et la limite inférieure a,, on substitue à la va-

riable X une autre variable y liée à x par l'équation

œ = ky,

on aura identiquement

et le module principal de F(^) ou F(^j) correspondra certainement

au module i de la variable y. De cette considération seule on déduira

facilement les formules qui, dans la nouvelle supposition, devront

être substituées aux formules (34), (Sg) et (4o)- Concevons que,

pour abréger, l'on désigne toujours par a la valeur du produit

I x^X"
2 cM-

correspondante au module principal de .x, ou, ce qui revient au

même, à la racine x = k àQ l'équation

S<>'=o

résolue par rapport à x. La partie réelle de la constante a sera généra-

lement positive; et, si le module de la constante k est renfermé entre
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les limites a, a,, le coefTicient A,, de x^' dans le développement de F(.cc)

sera, pour de très grandes valeurs du nombre n, déterminé avec une

grande approximation, non plus par l'équation (34), mais par la for-

mule

^ S/rma

de sorte qu'on aura

(40 A„=^-?l-^(i + a),

a étant très rapproché de zéro, pour de très grandes valeurs de n. Si

d'ailleurs, après avoir calculé les modules des rapports

a k

k a,

on nomme cr le logarithme népérien du plus petit de ces deux mo-

dules, on aura rigoureusement : i° en supposant cj > tt,

U2) A„=e-'"ï>

2° en supposant ct<tc,

„„ FUe^""H+F[A:e (^")
J /-^

271 /

r''F(kePV~') ^F(ke-P\/~)
,

-
I dp.

(43) {
o^ ! J

§ II- — applications diverses des formules établies dans le premier
paragraphe.

t; Considérons d'abord la fonction

On pourra la présenter sous la forme

(0 F(;r)=5G'»,

Œuvres de C. — S. I, t. I\. l3
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la valeur de x étant

(2) 5C- = ^-'e^.

D'ailleurs, si l'on nomme A„ le terme constant de la série qui repré-

sente le développement du produit x~"e'^^ suivant les puissances en-

tières de X, ou, ce qui revient au même, si l'on nomme A„ le coeffi-

cient de x" dans le développement de l'exponentielle e"^, on aura

(3) A„:
i.'i. . .n r (^ n + I

)

Ajoutons que, dans le cas présent, la fonction F(;r) restera continue,

avec sa dérivée, dans le voisinage de toute valeur finie de x, distincte

de zéro, et que la fonction ^v; acquerra le module principal e" pour la

valeur i de x, à laquelle correspondra la valeur a --
^ du produit

1 ^^X"
2 cAs

Cela posé, il résulte de la formule (41) du § 1 qu'on aura sensible-

ment, pour de grandes valeurs de /i,

ni

Pour parler avec exactitude, on aura

(4) A„=: -4=(i + a),

OL désignant un nombre qui deviendra infiniment petit pour des va-

leurs infiniment grandes de n. De plus, en développant suivant les

puissances de D„ les facteurs symboliques renfermés dans l'équa-

tion (42) du § I, on trouvera

et l'on aura d'ailleurs

(6) -Ce ''"^^dp'-=.--=L(i-~iu^ f , e~P'dp\.
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Enfin, comme, pour de grandes valeurs de n, le facteur binôme, dans

le second membre de l'équation (6), se réduira sensiblement à l'unité,

il en résulte qu'alors une valeur très approchée de A,, sera donnée par

la formule

ou, ce qui revient au même, par la suivante :

e« / I

(8) kn-=^--s^U^-—+.

L'équation (8) s'accorde avec l'équation connue qui se déduit de la

formule donnée par Stirling pour la sommation des logarithmes des

nombres naturels, et qui détermine la valeur approchée de -r- • Mais

ces équations fournissent les développements de A„ ou de -v- en séries

qui, dans la réalité, sont divergentes; et, lorsqu'on veut s'en tenir à

des formules rigoureuses, il convient de substituer à l'équation (6)

ou (7) l'équation (5), qui offre un développement de A„ toujours con-

vergent.

Supposons maintenant que, m, n, s étant des nombres très considé-

rables, et la caractéristique A des différences finies étant relative à la

lettre s, il s'agisse de calculer la valeur de

A'" 5".

On aura évidemment

A„ étant le coefïicient de o(f dans le développement du produit

ou, ce qui revient au même, le terme indépendant de x dans le déve-

loppement de la fonction

(9) Y{x) -x-" e'='{e='—\)"'.
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D'ailleurs, si l'on pose
m n— = f^' T — «'

F(^)=<X«,
l'équation (9) donnera

la valeur de ,x étant

(10) -X = ^-i e'^(e'^— 1)!^.

Cela posé, le module de x deviendra un module principal pour la va-

leur réelle de x qui vérifiera la formule

I — e~-^ X

et, si l'on nomme k cette valeur réelle, alors, pour de grandes valeurs

de /î, on aura, en vertu de l'équation (4i) du § I,

1

a désignant une quantité qui deviendra infiniment petite pour des

valeurs infiniment grandes de n. La formule (ri) s'accorde avec une

équation trouvée par Laplace, et dont j'ai donné une démonstration

nouvelle dans le Mémoire sur la conversion des différences finies des

puissances en intégrales définies ('). Mais, dans cette formule, a reste

inconnu; et, si l'on veut obtenir une valeur exacte de A^, représentée

parla somme d'une série convergente, il suffira d'appliquer à la dé-

termination de cette valeur, non plus la formule (4t)' mais la for-

mule (42) du § I, en supposant la fonction Y{x) déterminée par le

système des formules (i) et (10).

Il est bon d'observer que le cas général où l'on suppose la valeur de

F(^) donnée par une équation de la forme

(12) F(x) = ,%«f(^),

-X et f(^) désignant deux fonctions déterminées de x, peut être

(') OEuvra de Cauchj, S. II, T. I. — Voir Journal de V École Polytechnique,

XXVIIl" Cahier.
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ramené au cas où F(a;) serait simplement de la forme

F(a;) = a;«,

puisque, de cette dernière forme, on déduit la précédente, en rempla-

çant X- par le produit

.X[f(^)]«.

11 en résulte que, dans les équations (42), (^3) du § I, on peut

prendre pour k, ou la valeur de x correspondante à un module prin-

cipal de la fonction .x, ou la valeur de x correspondante à un module

principal de la fonction
1

Au reste, il est clair que ces deux valeurs de x déterminées, la pre-

mière par l'équation

(i3) x'=o,

la seconde par l'équation

(-4) x.'+ l.%^'^l=o,

seront très peu différentes l'une de l'autre, lorsque, n étant un très

grand nombre, le rapport ^ deviendra très petit. D'ailleurs la valeur/^

de X, déterminée par l'équation (i3) ou (r4), doit toujours, en vertu

des principes établis, offrir un module qui ne dépasse pas les limites

a, a,, entre lesquelles le module de a; peut varier sans que la fonc-

tion .X et même la fonction ¥(x) cessent d'être continues par rapport

il la variable x.

Il peut arriver que la fonction -x, qui se trouve élevée à la n'''"'*' puis-

sance dans le second membre de la formule (12), n'offre point de mo-
dule principal correspondant à un module de x qui ne dépasse pas les

limites a, a,. Il peut même arriver que la fonction .x n'offre point de

module principal correspondant à aucune valeur finie de x. C'est ce

qui aura lieu, en particulier, si l'on suppose

X' z= jc ou <X = ^-'.
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Dans des cas semblables, la détermination de A„, c'est-à-dire du terme

constant que renferme le développement de la fonction ^(cc), ne peut

plus s'effectuer de la même manière, c'est-à-dire à l'aide de l'équa-

tion (4i)' (42) ou (43) du § I. Mais on ne doit pas renoncer, pour ce

motif, à établir des formules qui fournissent, pour de grandes valeurs

de n, ou une valeur très approchée, ou même le développement de A„

en une série très rapidement convergente. Alors, en effet, de telles

formules peuvent encore se déduire de l'équation (12) du § I. Nous

allons entrer à ce sujet dans quelques détails.

Supposons, pour fixer les idées, que, dans la formule (12), on ait

et, par suite,

(i5) F(^) — ^-'^f(^).

Supposons encore la fonction î(x) décomposable en deux facteurs,

dont l'un soit une certaine puissance d'un binôme de la forme

par conséquent, d'un binôme proportionnel à la différence

en sorte qu'on ait, par exemple,

(16) f(^) = (i-|)~/(a:)

et, par suite.

37

(17) F{œ) = a:-i^j--j f{œ).

Enfin, supposons que la fonction /(a?) reste continue, avec sa dérivée,

pour tout module de x qui ne dépasse pas la limite supérieure a, ni la

limite inférieure a,; et que ces deux limites comprennent entre elles

le module de la constante k. Si l'on nomme x un module de la va-

riable X, compris entre ces limites, mais inférieur au module de k, et

A„ le terme indépendant de x, dans le développement de f{x) cor-
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respondant à ce module, et ordonné suivant les puissances entières

de X, on aura

(i8) A„=: — / .Y{x)dp,

la valeur de x étant

(19) œz=.\eP^-^

.

Il y a plus : si l'on nomme h une constante dont le module, inférieur à

celui de k, se trouve lui-même renfermé entre les limites a, a,, on

pourra, dans l'équation (18), supposer la valeur de x déterminée, non

seulement par la formule (19), mais encore par la suivante

(20) x-=zheP'J-''\

et, en prenant, pour abréger,

h
(21) '' —

"k'

on tirera de l'équation (18), jointe aux formules (17) et (20),

(22)
'

kn---^--- Ç e-^P<^'{\~\eP<~)~' f{heP^^')dp.

Enfin, si dans l'équation (22) on fait varier h de manière à le rappro-

cher indéfiniment de la limite k^ le rapport \-~ - s'approchera indé-

finiment de la limite i, et, en passant aux limites, on trouvera

(23) A„=^-^ r e-'^P ^~' {i — eP <-'')"' f{keP^~ ) dp
V— TZ

OU, ce qui revient au même,

(24) A„--^r e~^"'^''^'"^~'(—2^m^sr-^i\'f{keP^~')dp,

pourvu toutefois que l'intégrale comprise dans le second membre de

la formule (23) ou (24) conserve une valeur finie et déterminée. Cette

dernière condition sera remplie, si la constante s offre ou une valeur
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négative, ou une valeur positive, mais inférieure à l'unité. Alors, en

effet, on aura

* st:- cos — :

s 2 '

—
/ ('— Pi/ — f Y^ dp — - cos— / />-' dpr=i—

et, par suite, l'intégrale

ayant une valeur finie et déterminée, on pourra en dire autant, non

seulement de l'expression

^£(- isin --\J- I
j

dp,

mais encore de la valeur de A,, donnée par l'équation (23) ou (24),

et cette valeur de A„ se confondra précisément avec celle que fournira

l'équation (22) pour des valeurs infiniment petites de i — \.

Il nous reste à montrer le parti qu'on peut tirer, pour la détermi-

nation de A„, des formules que nous venons d'établir, en supposant

que l'on développe dans la formule (22) la fonction

OU, dans les formules (23) et (24), la fonction

en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de/?.

Le développement de la fonction /(keP^) suivant les puissances

ascendantes de/? a pour premier terme

et, si l'on pose, pour abréger,

(25) f(keP^'-')^.f{k)+pP,

P sera une fonction de p qui restera continue avec ses dérivées des
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divers ordres, dans le voisinage d'une valeur nulle de^, pour laquelle

on a

Comme on trouvera d'ailleurs, pour des valeurs entières de n,

(26) ^ r e-»W=^(,-e/'v^)-V/? = [5]„,
'-^— Tl

la valeur de [5]^ étant

(27) L5j„_
i.2.../i

-'

on tirera de l'équation (23), jointe à la formule (25),

(28) A«=[5]„A-V('^)(i + a),

la valeur de a étant

<'9> °'=2,r[.]'./(^)Xy"'"^<'-''''^)'>'P'^/>-

D'autre part, comme on aura

l'équation (29) pourra être représentée sous la forme

la valeur de xip) étant

et il est clair que la fonction de />, ici représentée par x(/^)' restera,

tout comme la fonction P, finie et continue, avec ses dérivées des

divers ordres, dans le voisinage d'une valeur nulle de p. Cela posé,

en intégrant par parties et faisant porter l'intégration sur le facteur

OFMvres de C. — S. l, t. IX. l4
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on trouvera

TV

la valeur de .Vêtant

(32)

Mais une intégrale de la forme

f«

__
g_„p v-i (— p \j'-- I

)~* ^ ( p) dp

est équivalente à l'expression

e
, = .-.)>-^(^)^,-a'->')>^-^^.(^^

) ^_^ ^^^

et par suite, quand on a ^ < i , elle offre un module inférieur au pro-

duit de l'intégrale

- / p-' dp =

par le plus grand des modules de x(P) correspondants à des valeurs

de p comprises entre les limites — ir, -hiz. Donc, si l'on nomme s le

plus grand des modules qu'acquiert, pour de telles valeurs de p, la

différence

X{p) — PX'(P)S^^^y

le dernier des deux termes dont se compose le second membre de

l'équation (32) offrira un module inférieur au produit

et par suite la valeur de iV, que fournit l'équation (32), demeurera

finie pour des valeurs infiniment grandes de n.
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Ce n'est pas tout. On tire do la formule (27)

^^^)
'-^-'«~r(.or(« +-I)'

et des formules (3) et (4)

(34) r(n + i) = /î"<r-"v^2Tr«(i + ô),

B désignant un nombre qui s'évanouit avec -; et la formule (34) con-

tinue, comme l'on sait, de subsister dans le cas même où n cesse d'être

un nombre entier. Gela posé, l'équation (33) donnera sensiblement,

pour de très grandes valeurs de n.

n'''T{s)

et, par conséquent,

(35) _^ = „-.r(.).

Or, de la formule (35), jointe à l'équation (3i), il résulte évidem-

ment- que, pour de très grandes valeurs de n, le rapport

et même la valeur de a, se réduiront sensiblement à zéro, si l'on sup-

pose s compris entre les limites o, i. Donc, dans cette supposition, le

second terme a du facteur binôme i -f- a, que renferme la formule (28),

deviendra infiniment petit en même temps que -; et alors, en négli-

geant le second terme, on tirera de la formule (28) une valeur de A„,

qui sera très approchée pour de très grandes valeurs de n.

Revenons maintenant à la formule (22), et supposons que le

nombre n soit inférieur à ceux qui représentent les logarithmes

népériens des modules des deux rapports

a h
_, —
h a,
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Dans cette hypothèse, l'expression

sera développable en série ordonnée suivant les puissances ascen-

dantes de l'argument/?; et, si l'on pose

(36) f{heP'J~') = lc„,p'\

on verra l'équation (22) se réduire à la formule

(87) An=—lf e-"Ps/~^(j-lePs/~)-'c,„p"'dp.

Si d'ailleurs on fait, pour abréger,

(38) —- / e-"P^/-'(l-leP^'-^)-'dp = ^X,,

'

,

on aura, par suite,

~ f e-''P^~'{i — leP\/~^)-'p"^ dp = (v/^)'" D;r Dî,,

et de cette dernière formule, jointe à l'équation (22), on tirera

(39) An^h-'^f{he-^'')OL.

Si, dans l'équation (Sg), on fait varier h de manière à le rapprocher

indéfiniment de la limite X:, le rapport

s'approchera indéfiniment de la limite i ; et, en passant aux limites,

on tirera de la formule (39)

( 4o ) A„= A-'» /( ke-^" ) DL,

la valeur de 01, étant

(40 3L—--i e-''P\/-'(i~eP'f^)-'dp;
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par conséquent on aura

(42) A„= ~A:-«/(A-e-D«) / e-»P^' {i- eP^J-'Y' dp,

pourvu que la série dont la somme sera représentée par l'expression

symbolique

reste convergente dans le cas même où l'on posera X = i . Ajoutons que

cette dernière condition sera certainement remplie si le nombre t. est

inférieur à ceux qui représentent les logarithmes népériens des mo-

dules des deux rapports
a k

k a,

et si d'ailleurs la constante s offre ou une valeur négative, ou une

valeur positive, mais inférieure à l'unité. Alors, en effet, on pourra

substituer à la formule (22) la formule (23), puis, à l'équation (36),

une équation de la forme

(43) f{keP^') = lc,„p'"',

et de l'équation (43), combinée avec la formule (23), on déduira

immédiatement les formules (4o) et (4i) ou, ce qui revient au même,
la formule (42).

Il pourrait arriver que, dans la formule (16), la fonction /(a:) fût

décomposable en deux facteurs qui seraient développables, le pre-

mier suivant les puissances positives de x, pour tout module do x
inférieur à une certaine limite a, le second suivant les puissances

négatives de x ou, ce qui revient au même, suivant les puissances

positives de -, pour tout module de x supérieur à une certaine

limite

a,<a.

En désignant par 9(0:) et par i(^ ces deux facteurs, on aurai

/(^) = ?(-r)x(^)'
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par conséquent

(44) f('^) = ('-f)"'^^(^)^(^

Alors aussi, en supposant toujours les modules des constantes h et A:

renfermés entre les limites

a, a,,

et nommant A,^ le coefficient de œ" dans le développement de f(x)

correspondant à un module de x renfermé entre les mêmes limites,

on tirerait de la formule (39)

(45) A„=/i-«9(A^-"'')x(/*-^e»'.)^,

la valeur de SIL étant déterminée par l'équation (38); et de la for-

mule (4o)

(46) A„== /"» 9(A-e-i>'.) x(A"iei>")^,

la valeur de siL étant déterminée par l'équation (4i)-

Enfin, il pourrait arriver que, dans la formule (16), on eût

/•(^) = f(^,1

F(m, ^') désignant une fonction des variables u, v qui resterait con-

tinue, avec ses dérivées du premier ordre, pour des modules de ces

variables respectivement inférieurs à certaines limites

et qui serait par conséquent développable, pour de tels modules, sui-

vant les puissances ascendantes de u et de v. Alors la formule (16)

donnerait

m f(.) = (,-|)-'.f(.,i

et, en supposant les limites a, — toutes deux supérieures aux modules

des constantes A, k, on tirerait de la formule (39)

(48) A„= A-^f (Ae-»", A-'ei»")X,
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la valeur de 3^:, étant toujours déterminée par l'équation (38), et de

la formule (4o)

(49) A„=A~«.f(A'e-i>", Ar-'e»»)'^»

la valeur de se étant déterminée par l'équation (40-

Les équations symboliques (45) et (46) ou (48) et (49) ne sont

pas, il est vrai, plus générales que les formules (89) et (4o). des-

quelles nous les avons déduites. Mais ce qui les rend dignes de

remarque, c'est que par un simple changement de notation, ces

équations symboliques peuvent être immédiatement transformées en

d'autres, qui reproduisent des résultats déjà obtenus dans les précé-

dents Mémoires, comme je vais le montrer en peu de mots.

En supposant que la caractéristique A des différences finies se rap-

porte à la lettre n, on a

(00) e*^"— i + A

et, par suite,

(5.) e-i

ou, ce qui revient au même,

e-D.— ,_V,

la valeur de V étant

(52) V=—̂ -,.
I 4-

A

Or, en vertu des formules (5o) et (5i), l'équation (48) donnera

(53) A„= /i-" J(/i — AV, /r-' + /i-i A) Jb,

et l'équation (49) donnera

(54) A„=/c-'^#(A-- AV, A-'-[-A-iA),)î,.

Ce n'est pas tout : comme, pour des valeurs entières de n, on tirera de

la formule (38)

et de la formule (4i)
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l'équation (53) pourra être réduite à la suivante

(55) A„= A-« Hh — AV, h-' -\~ /i-' A)
I

[.v]„X« j,

et l'équation (54) à la suivante

(56) k„=k-"i{k-k'^,k-'-\-k-'^)[s]n.

On se trouvera donc ainsi conduit à deux nouvelles équations symbo-

liques, desquelles on tirera la valeur de A;, en développant le facteur

symbolique

#(A-/iV,A-> + A-'A) ou ^(A: — A-V, Â:-»^- A-^A)

suivant les puissances ascendantes des lettres caractéristiques V et A.

Si, pour fixer les idées, on part de la formule (56), alors, en opérant

comme on vient de le dire, on obtiendra pour le développement de A^

une série double dont le terme général sera proportionnel à l'expres-

sion
V'"A'"'[5]„

ou, ce qui revient au même, à l'expression

m, m' étant deux nombres entiers quelconques. Il y a plus : ce déve-

loppement sera précisément celui auquel on parviendra en observant,

d'une part, que, pour obtenir le coefFicient de af dans le développe-

ment de f(^), il suffît de multiplier par tr" le coefficient de x^ dans

le développement de ï{l;x)', d'autre part, qu'on a, en vertu de la for-

mule (47),

(07) {{kx) = {i — x)-'§{kx,k-^x-^)

ou, ce qui revient au même,

(58) ï{kx) = (i — x)-'§{k — ky, /"M- k-^z),

les valeurs de y, z étant

(59) y = i — x, z—-—-,
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et en cherchant les divers coefficients de x", dans les divers (ormes de

la série double qui représentera le développement du produit

suivant les puissances ascendantes des variables y, z, par conséquent

dans des termes dont chacun sera proportionnel à un produit do la

forme

Cela posé, on déduira sans peine des principes établis dans les précé-

dentes séances, et spécialement dans les séances du 3 et du 24 février,

les conditions sous lesquelles subsistera la formule (^(>). On établira

ainsi, en particulier, la proposition suivante :

Théorème. — Soit f(^) une fonction de x, décomposable en deux fac-

teurs dont le premier soit de la forme

s désignant un exposant réel, et k une constante quelconque. Supposons

de plus que le secondfacteur de f(a?) soit représenté par la fonction

H.,l

qui reste continuepar rapport à x, avec sa dérivée du premier ordre, pour

tout module de x, compris entre deux limites, l'une supérieure a, l'autre

inférieure a , entre lesquelles se trouve renfermé le module de la con-

stante k. On pourra pour un module de x, supérieur à la limite a, et infé-

T'ieur au module de k, développer la fonction

—s

en une série simple et convergente ordonnée suivant les puissances entières

de la variable x. Soit A„ le coefficient de x" dans cette même série, n étant

un nombre entier quelconque. Si la fonction de y, z, représentée par l'ex-

pression

Clùwrcs de C. — S. I, t. IX. l5
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reste continue avec ses dérivées du premier ordre pour des modules des

variables y, z, respectivement inférieurs à certaines limites

y, z,

qui vérifient la condition

(60) I + l<i
y z

alors, pour obtenir la valeur de A,^ développée en une série double et con-

vergente, il suffira de développer, suivant les puissances ascendantes de V

et ùi, le facteur symbolique

Hk~kV, A-' + A-'A),

renfermé dans le second membre de la formule

(56) A„ = k-'^ J{k - kV, A-' H- A->A) [sl„

et d'avoir égard aux deux équations

P T
.S(,Ç + I). . .(,Ç + /l — l) rr * T -,

qui subsistent pour des valeurs quelconques des nombres entiers n, m, m'.

Déplus, si les modules y, z, sans vérifier la condition (60), satisfont du

moins aux deux suivantes

<60 ^<., \<^,

alors, la série double qui représentera le développement de A„, en vertu de

la formule {^Ç)), sera, sinon une série convergente, du moins une série

syntagmatique dont la somme syntagmatique se confondra précisément

avec la valeur cherchée de k^.

Corollaire I. — Puisque la fonction ff(x,^ reste continue, par

hypothèse, pour un module de x égal au module de k, elle acquerra

nécessairement pour x = k une valeur finie. Supposons d'ailleurs,

comme nous le ferons désormais, que cette valeur finie diffère de
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zéro; alors, en vertu de la formule

k sera certainement une valeur de x propre à vérifier l'équation

(62) f(.T) = 0,

si la constante s est négative, et à vérifier, au contraire, l'équation

(63) -^ = o,
^ ' . i('3^)

si la constante 5 est positive.

Corollaire IL — Supposons que l'unité soit comprise entre la limite

inférieur a et le module de k. Alors la valeur de A„, que détermine le

théorème énoncé, pourra représenter le coefficient de x" dans le déve-

loppement de f(^) correspondant au module i de la variable x. Si

d'ailleurs la constante s est positive, k sera, comme nous l'avons dit

(corollaire I), une des racines de l'équation (63), et même celle de

ces racines qui offrira le plus petit module au-dessus de l'unité,

puisque la fonction î{x) devra, dans l'hypothèse admise, rester con-

tinue et par conséquent finie, pour tout module de x compris entre la

limite i et le module de k.

Corollaire III. — La formule générale

V" A'"'[5]„ = [s-m- m'l,+„,.

donne successivement

A [s},, = [s — i]„+i, V[5]„ = [s - i],,„

A^[^]„ = {8- 2],,+,, VA[5], = [s- 2],+,, P[5]„ = [s- 2],,

et, par suite,

{S]n « + l' [5]„ ,V+/i — l'

A^[5]„ __ s— I ?— 2 V A [s]„ _ ? — I S' — 2 V'^ [s]„ _ s — \ .9 — 2

[s]n n -\- i n -\- 2 \s^^ n -\- i s -{- n — i

'

{s\„ s '\- n — i s + n — 2
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Or il résulte de ces diverses formules que, dans le cas où le nombre n

deviendra très considérable, le développement de k^ tiré de l'équa-

tion (56) pourra être, sans erreur sensible, réduit h un petit nombre

de termes, puisque, à la suite d'un premier terme représenté par le

produit

ce développement offrira deux termes de l'ordre du rapport -> puis

trois termes de l'ordre du rapport ~^, etc. Ajoutons que, en vertu des

mêmes formules, l'équation (56) donnera

(64) A„= [5]„ k-'^ #(/x, A-'
)
(i + a),

a devant être infiniment petit pour des valeurs infiniment grandes

de n. D'ailleurs l'équation (62) ne diffère pas de la formule (28), et

par conséquent cette dernière formule continue de subsister quand

on suppose remplie, ou la condition (60), ou du moins les condi-

lions (61 ).

§ III. — Formules relatives aux fonctions de deux variables. Application

de ces formules à l'Astronomie.

Soit
F(x, 7)

une fonction de deux variables x, y, qui reste continue, avec ses déri-

vées du premier ordre, pour des modules de ces variables très voisins

de l'unité. Cette fonction sera, pour de tels modules, développable en

une série double et convergente, ordonnée suivant les puissances en-

tières de X et de y. Cela posé, nommons m, n deux nombres entiers,

et
A

le coefficient du produit
m 1/"x"'^y

dans le développement ainsi obtenu. Les formules établies dans ce

Mémoire et dans les précédents fourniront divers moyens de déve-
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lopper le cocfîicicnt dont il s'agil, ou même les quatre cocfricients

des quatre produits

a:'"/", x-'^y", ôc'"/"", x-"\y-"-,

en séries rapidement convergentes, dont les sommes pourront être sen-

siblement réduites à leurs premiers termes quand les nombres m, n

deviendront très considérables. Pour donner une idée des résultats

auxquels on parvient de la sorte, cherchons, en particulier, la formub»

qui, pour de très grandes valeurs de m et de n, fournira la valeur très

approchée du coefficient
A
•f*

—

in, ri'

Concevons que les deux équations

(i) Y{x,y) = o,

étant résolues par rapport à y, offrent des racines dont les modules

soient pour l'équation (i) inférieurs, et pour l'équation (2) supérieurs

à l'unité. Soit d'ailleurs, parmi les racines de la seconde équation.

V celle qui offre le plus petit module au-dessus de l'unité; et, poui'

mieux fixer les idées, supposons la fonction F(.r, r) de la forme

(3) ¥{œ,y) = [i-tj''f{x,y),

la constante s étant positive, la racine v pouvant être fonction de x, et

f{x, y) désignant une fonction de x, y, qui reste continue par rap-

port à /, avec ses dérivées du premier ordre, pour tout module de y
compris entre des limites dont la plus petite soit inférieure à l'unité,

et la plus grande supérieure au module de v. Si l'on nomme A„ le

coefficient de y" dans le développement de Y{x, y), on aura, en veilu

de la formule (28) du § II,

(4) K = [sl,v-f{x,,'){i + &),

^ devant être infiniment petit en même temps que - •
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D'autre part, quand A« sera connu, il suffira pour obtenir k_,ri,Ti de

chercher le terme indépendant de x dans le développement du pro-

duit

ordonné suivant les puissances entières de x. D'ailleurs, en vertu de

la formule (4). on aura

et, dans le second membre de l'équation (5), le produit x"'v~" peut

être considéré comme représentant une puissance très élevée, savoir

la w"'"^ puissance du produit
tn

Donc, pour appliquer à la détermination de A_,„,„ la formule (4') du

§ I, on devra chercher d'abord la valeur de x correspondante au mo-
m

dule principal du produit x^v^ ou, ce qui revient au même, la valeur

de X correspondante au module principal du produit

Nommons u cette valeur de x. Si, le module de x venant à croître ou à

décroître à partir de l'unité, la fonction de x représentée par A„ reste

continue, avec sa dérivée du premier ordre, pour tout module de x qui

ne dépasse pas certaines limites entre lesquelles se trouve renfermé,

non seulement le module i, mais encore le module de u, on tirera de

la formule (5), jointe à l'équation (4i) du § T,

(6) A_„,.„=[^]„M'"p-'^^^^^^^(H-a),

a devant être infiniment petit en même temps que les rapports — >
->

la valeur de a étant

(7) a = -\x\).,[—f

et la valeur de x devant être réduite k u dans le second membre de

l'équation (7).
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Pour montrer une application des formules qui précèdent, considé-

rons le cas où les deux variables x, y représentent les exponentielles

trigonométriques qui ont pour arguments les anomalies excentriques

'j',
'I',

relatives à deux planètes données. La distance ^ de ces deux

planètes aura pour carré une fonction rationnelle de x, y, qui sera

entière et du second degré par rapport à chacune des variables

X,
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Si d'ailleurs on pose, pour plus de commodité,

(lo) Si = t\

l'équation (8) deviendra

(it) a^io,

el la formule (9) don-nera

Or il est clair que, dans le cas présent, la valeur particulière de y,

représentée par ^^j sera une racine de l'équation (2) réduite à la for-

mule (11); et, déplus, il résulte de l'équation (12) que l'on aura

Enfin, comme je l'ai déjà remarqué, on a sensiblement, pour de

grandes valeurs de n,

et, par suite, en posant s = ^,

Donc la formule (6) donnera

( ï 4 ) A_,„,„— Ll-'--!
( 1 + a )

.

D'ailleurs, on reconnaîtra sans peine que, dans cette dernière for-

mule, u, ç représentent des valeurs particulières de x, y, propres à

vérifier les deux équations simultanées

(i5) ^1 = 0, — D^cfl-f- -Dycîl — o.m n '

Dans de prochains articles, nous examinerons de nouveau la for-

mule (i4) avec les conditions sous lesquelles elle subsiste, et nous

discuterons aussi la formule analogue qui sert à déterminer les coeffi-

<'ients d'un rang très élevé dans le développement de - en une série
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double ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles

trigonométriques dont les arguments représentent, non plus les ano-

malies excentriques, mais les anomalies moyennes des deux planètes.

285.

Astronomie. — Rapport sur un Mémoire de M. Le Verrier, qui a pour

objet la détermination d'une grande inégalité du moyen mouvement

de la planète Pallas.

C. H., T. XX, p. 767 (17 mars i845).

On sait que la théorie des petites planètes, découvertes au com-

mencement de ce siècle, s'est refusée jusqu'ici à tout calcul précis, en

déconcertant les efforts des astronomes et des géomètres. Les posi-

tions de ces astres, données à l'avance dans les éphémérides, différent

toujours assez notablement de celles qu'indiquent plus tard les obser-

vations. En vain l'Académie a-t-elle proposé cette théorie comme sujet

de prix. Le concours n'a produit aucun Mémoire digne de l'importance

du sujet. Les excentricités et les inclinaisons des orbites de Cérès, de

Pallas, de Junon et de Vesta n'étant plus renfermées dans les limites

compatibles avec l'usage des méthodes de calcul jusqu'à présent appli-

quées aux planètes anciennes, on ne voyait plus comment il serait

possible de fixer les inégalités périodiques des mouvements des nou-

veaux astres, surtout lorsqu'il s'agissait d'inégalités dont l'ordre était

fort élevé. On doit savoir gré à M. Le Verrier de n'avoir point reculé

devant la pensée d'attaquer un problème si difficile; on doit lui savoir

plus de gré encore d'avoir atteint le but qu'il s'était proposé, et d'avoir

prouvé, par un exemple très remarquable, que le problème pouvait

être résolu.

Lorsqu'on multiplie par 1 8 le moyen mouvement de Jupiter et par 7

celui de Pallas, les deux produits ainsi obtenus diffèrent entre eux

OEuvres <fe C. — S. I, t. IX, l6



122 COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE.

d'un angle très petit, qui est seulement de i63i" sexagésimales. Cette

circonstance permet de croire qu'il existe dans le mouvement de

Pallas une perturbation sensible correspondante à cet angle. A la

vérité, cette perturbation est du onzième ordre par rapport aux puis-

sances des excentricités et des inclinaisons; mais on aurait tort d'en

conclure qu'elle doit être négligée.

Dans la première partie de son Mémoire, M. Le Verrier développe,

avec beaucoup de sagacité, divers raisonnements propres à dissiper

cette illusion. Il observe, avec justesse, que, dans le cas où les excen-

tricités et les inclinaisons cessent d'être très petites, les séries, pour

demeurer convergentes, doivent être principalement ordonnées, non

plus suivant les puissances entières de ces éléments, mais suivant les

sinus et cosinus des multiples des longitudes ou des anomalies, et que,

dans ce cas, la grandeur de l'inclinaison peut devenir elle-même favo-

rable à la convergence des séries. Ne pouvant plus alors se servir des

développements connus, M. Le Verrier a eu la hardiesse d'appliquer à

la détermination de l'inégalité cherchée, des formules d'interpolation

relatives au système de deux variables. Disons maintenant quelques

mots du résultat auquel il est parvenu.

Gomme un de nos honorables confrères le rappelait dans une précé-

dente séance, il est quelquefois arrivé que des travaux considérables

s'appuyaient sur de longs calculs, qui, en raison de leur longueur

même, n'avaient pu être vérifiés d'un bout à l'autre par les examina-

teurs, et il en est résulté que, en s'occupant de matières déjà traitées

par leurs devanciers, des auteurs ont pu signaler de graves inexacti-

tudes dans des Mémoires qui avaient d'abord été l'objet d'une appro-

bation non contestée. Les Commissaires nommés pour examiner le

Mémoire de M. Le Verrier n'ont pas voulu que l'Académie pût avoir à

craindre rien de semblable, en adoptant les conclusions de leur Rap-

port; et, pour dissiper tous les doutes, sans être obligés de recom-

mencer le grand et utile travail auquel M. Le Verrier s'était livré, ils

ont cherché s'il ne serait pas possible de vérifier par une autre voie le

résultat de ses calculs. Heureusement, le moyen d'y parvenir s'est
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offert à eux, dans les méthodes nouvelles que l'un d'eux a déjà pré-

sentées à l'Académie. Nous allons indiquer ici les vérifications qu'ils

ont obtenues, nous réservant d'en exposer les bases numériques dans

quelques Notes placées à la suite du Rapport.

D'après M. Le Verrier, la perturbation cherchée du moyen mouve-

ment de Pallas s'élève, dans son maximum, à 895" sexagésimales.

L'angle, qui doit être retranché, sous le signe sinus, des multiples des

anomalies moyennes, est de 29*^7'.

Ces conclusions ont été vérifiées de deux manières et à l'aide de

deux méthodes différentes.

D'après la première méthode, l'inégalité cherchée s'élève dans son

maximum à 906", 6, et l'angle qui doit être retranché des multiples

des anomalies moyennes est de 29°3'55".

Ainsi, les deux vérifications, qui s'accordent parfaitement entre

elles, s'accordent encore parfaitement avec le résultat trouvé par M. Le

Verrier. Il y a plus, et il importe de le remarquer, la très petite diffé-

rence qui existe entre ce résultat et les nôtres est seulement de l'ordre

des erreurs que pouvait amener l'usage des Tables de logarithmes à

sept décimales, dont M. Le Verrier s'était servi.

En résumé, les Commissaires pensent que le Mémoire sur la grande

inégalité de Pallas fournit de nouvelles preuves de la sagacité que

M. Le Verrier avait déjà montrée dans d'autres recherches, que ce

Mémoire est très digne de l'approbation de l'Académie, et qu'il mérite-

d'être inséré dans le Recueil des Savants étrangers.



12i COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE.

286.

Astronomie. — Notes jointes au Rapport qui précède, et rédigées

par le Rapporteur.

C. R., T. XX, p. 769 (17 mars i845).

NOTE PREMIÈRE.

Sur les variations du moyen mouvement.

Soient

m, m' les masses de deux planètes ;

r, r les distances de ces planètes au Soleil, au bout du temps t;

X leur distance mutuelle ;

^ leur distance apparente, vue du centre du Soleil;

T, T' leurs anomalies moyennes ;

a, \x' leurs moyens mouvements;

a, a' les demi grands axes de leurs orbites.

Si Ton prend pour unité la masse du Soleil, on aura

(i) iiT=.a''{i-\-mY, ix' = a' '^{i-i-m'y,

et T, T' seront de la forme

(2) T=ix{t~z), T'.= ix'{t'-T').

Si d'ailleurs on nomme R la fonction perturbatrice relative à la pla-

nète m, alors, en faisant varier, avec le temps t, les éléments ellip-

tiques de cette planète, on trouvera

(3) D,a=-1^D,/?,

la valeur de R étant

(4) /? =

ajjt.-'

m' m'rcosô
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et, comme la première des formules (i) donnera

D/u. 3 D/fls-^ H -- = o,

on tirera de l'équation (3)

(5) D,fz=--|-DT^.

Concevons maintenant que l'on développe le rapport - suivant les

puissances entières des exponentielles trigonométriques

et supposons que, dans ce développement, on représente par A.j',_„ le

coefficient de l'exponentielle

qui a pour argument la différence a/ 7'— nT. Si l'on pose, pour plus

de commodité,

les termes correspondants aux deux arguments

n'T'-nT, nT—n'T',

dans le développement du rapport — —, seront

et, par suite, la somme de ces deux termes sera

— m'DLcosin'T'—nT-h^).

Or, pour de grandes valeurs de n, n', cette somme deviendra sensi-

blement égale au terme correspondant de la fonction perturbatrice.

Donc, si l'on nomme Ato. la partie de u. correspondante à l'argument

±(n'T' ~ nT), on tirera de la formule (5)

«-fi.
^ ' /'
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D'autre part, les formules (2) donneront

n' T'— nT =i{n' [x'— np.)t— /i'^'t'+ n[i-,

et l'on aura, par suite,

\)^^n'T'—nT)=-^-P^ \)t{n' T'- nT).
n' [i — np.

Donc la formule (6) pourra être réduite k

(7) D,A^z=
,

/'"'
^ ^\)tÇ,oi{n'T'-nT-\-^).

En intégrant deux fois de suite cette dernière équation, par rapport

à t, et en conservant seulement dans chaque intégrale les termes pério-

diques, on trouvera

(8) A /> dt z=
. ,

^''''"'

^, ,
^ sin(«' r- n T+ ^).

De plus, en négligeant la masse m vis-à-vis de l'unité, dans la pre-

mière des formules (i), on aura

__3
j

et, par suite, la formule (8) donnera

(9) A fndt — 2,m'iia(-r-~ V%sin(/i'r'- nT^^).

Telle est la formule qui détermine les inégalités périodiques, produites

dans le moyen mouvement de la planète m par l'action de la planète m',

ou plutôt celles d'entre ces inégalités qui sont du premier ordre par

rapport à la masse m'. En vertu de cette même formule, la variation

A I [Ldt du moyen mouvement ne restera sensible, pour de grandes

valeurs des nombres n, n', que dans le cas où le dénominateur

{n' y.'— li}}-)'

n'
sera .très petit, c'est-à-dire dans le cas où le rapport — différera très
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H-peu du rapport ^' Ajoutons qu'on trouvera aisément les valeurs de n,

n' qui rempliront cette condition, si l'on développe le rapport -^ en

fraction continue.

Supposons, pour fixer les idées, que m représente la masse de Jupi-

ter, et m' celle de Pallas. Alors on aura

|jt. = 2807 1 1 ", fx' =z iog256"

,

F-'
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de la formule (lo), on multiplie ce second membre par le rapport

I 296000
,

27:

dont le logarithme est

5,3144251,

la variation A f ^dt, exprimée en secondes sexagésimales, deviendra

(II) Alu.dt= — r—, sin(i8r- 7^+12);
^ ' ./ ' 0,0000000029015

et le maximum de cette variation sera le rapport

0,0000000029515

Donc la variation dont il s'agit sera connue à une seconde près, si la

valeur de 3^ est calculée avec une approximation telle que l'erreur

commise sur cette valeur ne surpasse pas le nombre

0,0000000029515,

et, à plus forte raison, si cette erreur est inférieure au nombre

Les diverses méthodes que nous avons exposées dans nos précé-

dents Mémoires permettent de calculer facilement l'angle ù et le

module SfZ, avec une approximation supérieure à celle que nous venons

d'indiquer. Ainsi que nous l'expliquerons dans les Notes suivantes,

une de ces méthodes nous a donné

2IL = 0,0000026759 . .
.

, £2 = — 290 3' 55".

Une autre méthode nous a donné

DL =: 0,0000026750. , ., i^ =— 29° 3' 25".

Donc les valeurs de A / [j^dt, tirées de la formule (5) à l'aide de ces



EXTRAIT N° 286. 129

deux méthodes, seront respectivement

^j'[J.dt = {^o&',%)?>h\{l^T'—-T— 29»3'55"),

NOTE DEUXIÈME.

Sur la distance mutuelle de deux planètes.

Conservons les notations adoptées dans la première Note; et soient,

de plus,

'|, 1' les anomalies excentriques des planètes m, m' ;

p,p' leurs longitudes;

X3, Ts' les longitudes de leurs périhélies;

n, II' les distances apparentes de ces périhélies à la ligne d'intersec-

tion des deux orbites;

£, £' les. excentricités de ces deux orbites;

l leur inclinaison mutuelle.

Enfin, posons

Y]:33tang(iarcsia£), yî'= tang(i arc sine'),

I
V 1= sni-

2

Le carré de la distance x des deux planètes se trouvera déterminé par

le système des formules

(0 v^— ,.2_ 2/v'C0SÔ4- /-'S

(2) cosô^(i-v)cos(/j— nJ4-II-/>'4-n7'— n')4-vcos(/?— cj + n+yo'-cî'+n'),

auxquelles on devra joindre, non seulement les équations

(^) /• = (7(i — ecos'l'),

I — ecosi]; ^^ '
I — ecos^l^

OKiiires de C. — S. I, t. IX. 1«
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dont les deux dernières peuvent être remplacées par la seule formule

(5)
^(p-CT)v/:iI_^4/v/-i I

— Y)g

I — -ne^^

mais encore les équations semblables qu'on obtiendra en substituant

la planète m' à la planète m.

La valeur de t- donnée par la formule (i) peut être évidemment

réduite à celle que fournit l'équation

(6) v^zrp + ç,

les valeurs de p et de ç étant de la forme

^
p r= h + k cos(^}; — ^'— a) — b cos(<} — g) — b' cos(4;'— ê')

/ + ccos((|/ + 4^'— y),

(8) ç = i 005 2^1» -i- i' cosa;];'.

D'ailleurs les angles

a, ê, ê', y

et les modules
b, b', c, h, k, i, i'

se trouveront liés aux sept paramètres

a, a', £, £', n, II', V

par des équations faciles à former, dont les deux dernières seront

(9) ,
i = ^aH\ ïz=.^a'H'K

On pourra même, sans recourir à toutes ces équations, déterminer

très aisément les angles et les modules dont il s'agit à l'aide des for-

mules (6), (7), (8), (9). Effectivement, des équations (i), (2)

jointes aux formules (3) et (4), et de l'équation (8) jointe aux for-

mules (9), on pourra toujours déduire les valeurs de i^, de ç^, et par

suite de
p = t2_Ç,

correspondantes à des valeurs données des anomalies excentriques ^,
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'y. Donc, si l'on représente par F(']/, <]/') le second membre de la for

mule (7), c'est-à-dire si l'on pose

(10)

h + kcos(^]; — <^'— a) — b cos(^]; — S) — b'cos(4>'— 6')

+ ccos(^ + ^|>'— y) — F(4>, ^'),

F('J;,(j^') sera une fonction des variables '|, '}' dont la valeur pourra

être aisément déterminée pour chaque système de valeurs de ces

variables. On tirera de la formule (10)

(,.) b cosci - S)

+

h' cos(+'- 6')

=

m±^.^'+^^)-_iiM:},

et de la formule (i i)

, os ^_F(^ + 7r,4>'+7r) + F(^ + 7r,^^)^F(^,^^+7r) + F('|,^0

l kcos{^ — <\)'— a) ^ ccosi^ -^ ^' — y)

(1-4) _ F(-j; + 7r, ^^ + 7r)-F(^ + 7r,^^)-F(^,tj;^+7r) + F(^, d;^

( " " 4
•

.

Gela posé, l'équation (i3) fournira immédiatement la valeur de h,

quelles que soient d'ailleurs les valeurs attribuées à '^, ^'. Si l'on y

fait, en particulier, '\i -— o, l»'— o, elle donnera

, ,, . F(7r, 71) - F( 7:, o) - F(o, tt) 4- F(o, o)
( i5

)

h = ^ .

De plus, on déduira aisément des formules (12) et (1/4) les valeurs

des quatre modules
h, b', k, c

et des quatre angles

6, ê', a, y,

en attribuant, dans chaque formule, aux angles (]^, '^ des valeurs qui

permettent d'éliminer aisément l'un des termes du premier membre.
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Veut-on, par exemple, déterminer b et S, il suffira de poser successi-

vement dans la formule (12)

Alors cette formule fournira deux équations desquelles on tirera la

valeur du produit
l)cos(4> — 6)

que l'on réduira simplement à b, en posant ^ = ^, puis à bcos6' ou

à b sin^, en posant -J; = o ou -j; = -• On connaîtra donc ainsi, avec le

module b, les deux produits b sine, b cosê, par conséquent le sinus et

le cosinus de l'angle S. On connaîtra donc cet angle lui-môme, que

l'on peut supposer renfermé entre les limites — 7:, -h u.

Il est bon d'observer que, en vertu des formules (9), les rapports

1 I »
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H, K, 0) étant des fonctions de l'angle ']/ déterminées par le système

des équations

(i8) H = h — bcos(J; — ê) + icos2'-j^,

(
Kcosw = k cos((]> — a) 4- ccos(4' — y) — b'cosS',

( Ksin w — ksin (d; — a) — c sin {^ — y) — 1/ sin 6'.

Si l'on pose, pour abréger,

les formules (7), (8) donneront

(20) <

(21) 2ç = i(^^^+-i^) + i'(^^'-^+^

En vertu des équations (20), (21) jointes à la formule (6), le carré -c^

sera une fonction rationnelle de x, x' . Il y a plus : considéré comme

fonction des quatre quantités

le carré t- sera du second degré par rapport à chacune d'elles, et du

premier degré seulement si, dans la valeur de t% on néglige la quan-

tité ç qui, comme nous l'avons vu, restera généralement très petite.

De l'équation (6) jointe aux formules (20), (21) ou, ce qui revient

au même, de l'équation (17) jointe aux formules (18), (19), on con-

clut aisément que la valeur de x^- peut être présentée sous la forme

les modules a, b, st et l'angle 9 étant des fonctions de la variable 'j»

qui se déduisent des trois quantités ci-dessus désignées par H, K, co
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à l'aide des formules établies dans un précédent Mémoire {voir le

Compte rendu de la séance du 9 décembre i844)- U en résulte que

l'équation

(23) x^=0,

résolue par rapport à x', admet quatre racines de la forme

On peut d'ailleurs choisir les modules a, b de la première et de la troi-

sième racine de manière qu'ils vérifient la condition

(2/4) b<a<i.

Ajoutons que la quantité ac se trouve liée aux modules 0, b par la for-

mule

{lu) J{.2— _,

et que si l'on pose, pour abréger, "*

K
(26) = tang( ^arc siri

l'équation (23) pourra s'écrire comme il suit :

(27) (1 + 9^'e-^v/=^)(i-f-0a?'-»e«v^)+ ir(^'^+-7^) =^-

Dans le cas où l'on désigne par m' une des anciennes planètes, i' est

généralement très petit, et pour obtenir les deux racines

i 1 suffit d'appliquer la méthode des approximations successives, donnée

par Newton, à l'équation (27) présentée sous la forme

oc'U'-^Qe^^') -V- ^ ',+
""" — =z o.

Alors, les premières valeurs approchées de ces deux racines étant les
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deux valeurs de x' que fournit l'équation

la première approximation nous conduit aux formules

(28) ae?v/^— — 9e«v^^, be-?v/^— o,

que l'on véritie en prenant, d'une part,

(29) tt = 9, cp = 7:-+-co,

et, d'autre part,

(30) b — o.

De plus, la seconde approximation donne, d'une part,

(3i) aeW-'==-9e«v/-i(^i-- ^-^—

^

j,

d'autre part,

;'

(32) be-?V-i — — -e-'-V-i,
Iv

et par suite la seconde valeur approchée de b est

(33) b = ^.

Alors aussi, en prenant pour valeurs approchées de a et b celles que

fournissent les équations (39) et (33), on tire de la formule (20)

(34) • ^'=K'

Il peut être utile, comme nous le verrons dans les Notes suivantes,

de connaître la valeur maximum maximorum du module a ou consi-

déré comme fonction de ^|^. On y parviendra en appliquant les règles

connues à la recherche des maxima de ce module. Si l'on veut trouver,

en particulier, les maxima de 6, on observera que, en vertu de la for-

mule (24), ces maxima correspondent aux maxima du rapport ^^ par
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conséquent aux valeurs de ^|; qui vérifient la formule

(35) "*5-îîi5=_-o.

Or, pour réduire le premier membre de cette formule à une fonction

connue de ^, il suffira d'y substituer la valeur de H, tirée de l'équa-

tion (i8), et de la valeur de K, tirée des équations (19), c'est-à-dire la

valeur de K déterminée par la formule

i K^- [kcos(vj; — a)4-ccos(4; — 6) — b'coso']2
(36)

( + [k sin ((]; — a) — c sin (4> — ê) — b' sin é']^.

Lorsque la planète m est Pallas, et la planète m' Jupiter, alors, en

prenant pour unité la distance de la Terre au Soleil, on a

a rz: 2,77263, «'=5,202798;

alors aussi l'on trouve

£=zO,2^2, £'=0,048162;

et, en adoptant l'ancienne division de la circonférence, on a encore

n =— 53°48'2o", n'= — i63°22'5",

I = 34"i5'36".

En partant de ces données, on obtient facilement les valeurs des angles

a, ê, g', y

et celles des modules

h, k, c, b, b', i, i'.

En comparant ces modules au carré du demi grand axe a' de l'orbite

de Jupiter, on trouve, en réalité,

h = i,298i273a'% k =; 0,9579587 a'%

b'= 0,2839067»'% b = o,i63i624«'^, c r= 0,088 1646 a'S

i zz: o,oo83i59a'-, i' rr: 0,001 1598»'^
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et

a =. 70''2i'26",

6'=— 47°9'54", 6=i6°io'54", y = 28°22'54".

La valeur ici trouvée pour i' étant à peu près -^ de « ^ et par

conséquent très petite, il en résulte que, dans la théorie de Pallas

et de Jupiter, le modulé a sera sensiblement égal au module 6, et le

module b sensiblement nul. Si l'on cherche alors le maximum maxi-

morum de 6, on reconnaîtra qu'il répond à une anomalie excentrique

de 23o° environ ; et, si l'on pose en réalité

4» = 23o°,

on trouvera
0=:o,646, r= 0,645, b = 0,000889.

NOTE TROISIÈME.

Sur les développements de la fonction perturbatrice en séries ordonnées

suivant les puissances entières des exponentielles trigonométriques dont

les arguments sont, ou les anomalies moyennes, ou les anomalies excen-

triques.

Quand on cherche les perturbations d'un ordre élevé, produites

dans le mouvement de la planète m par l'action de la planète m', la

fonction perturbatrice peut être, sans erreur sensible, réduite au

terme réciproquement proportionnel à la distance ^. Alors, pour

développer la fonction perturbatrice en une série double ordonnée

suivant les puissances ascendantes des exponentielles dont les argu-

ments sont

eT^~', eT'^~\

il suffit de construire le développement de - en une semblable série.

D'ailleurs ce développement peut aisément se déduire du développe-

ment de - en une série double, ordonnée suivant les puissances

entières des exponentielles trigonométriques

X 1ZZ e^
,

^'m e^ '

OEuvrcs de C. — S. I, t. IX. l8
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Entrons à ce sujet dans quelques détails.

Soit An le coefficient de l'exponentielle e"^v/-< dans le développe-

ment de - en série ordonnée suivant les puissances entières de e^v'-<

,

et J^n l6 coefficient de e"''<"^ dans le développement de - en série

ordonnée suivant les puissances entières de x = e'^'>^ . On aura, non

seulement

mais encore

(2) - — 2.l,/^'=2cA,„_/:c'»-',
i.

la somme qu'indique le signe S s'étendant à toutes les valeurs entières,

positives, nulle et négatives de /. On aura donc, par suite,

I r'^
(3) A„=-— 2Ao„_, / x^-U-'^'^^'dT.

Mais, en intégrant par partie et ayant égard à la formule

HtXr^XsJ— I,

on trouvera

la valeur de Q étant déterminée par l'équation

(4) C/=— / x-U^ ^^ ""^d^.

Donc la formule (3) donnera simplement

(5) kr,-=.^il-^-\x„-l^l.

Ajoutons que, en vertu de la formule (4)> ^i sera précisément le coef-

ficient de Xi dans le développement de l'exponentielle

pi. \ x)
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ordonné suivant les puissances entières de ce. Le facteur Ci, déterminé

comme on vient de le dire, est la transcendante de M. Bessel. Pour en

obtenir le développement en série convergente, il suffit de décom-

poser l'exponentielle

-(— -)

dans laquelle nous poserons, pour abréger,

ne

en deux facteurs de la forme
e

puis de développer chacun de ces facteurs et leur produit en séries

ordonnées suivant les puissances ascendantes de c. En opérant ainsi,

on trouve, pour une valeur positive de /, non seulement

(6) C_, = (-!)'£/,

mais encore

la valeur de 5/ étant

(8) 5/Z3I-
I /+ I I .2 (/h- l) (/+ 2)

De plus, si l'on commence par déduire de l'équation (8) la valeur

de 5/, pour deux valeurs consécutives de /, par exemple pour /— 7 et

pour /=8, on obtiendra ensuite, avec la plus grande facilité, les

valeurs de 5/ correspondantes à de moindres valeurs de /, à l'aide de

la formule

(9) !>i-x—^i
l{l-hi) '/+i.

J'ai calculé de cette manière les valeurs diverses qu'on obtient

pour Cl, dans le cas où l'on fait coïncider la planète m avec Pallas, en

posant d'ailleurs /i = 7, ou avec Jupiter, en posant d'ailleurs n = 18.
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J'ai trouvé, dans le premier caâ,

£g=r o,4oi45o52, £1=0,5774091, ^2=052802605,

641=0,0185457, 05=: 0,0082200,

C7 = 0,0000567, ^8= 0,0000061,

CjO= 0,0000000,

(10)
£3= 0,0848629,

Cg= 0,0002928,

£9=^ 0,0000006,

et, dans le second cas,

(lO

Cq= 0,82070740,

£3=0,01294772,

Cs-= 0,00000897,

£9 :=r 0,00000000.

£1 = 0,89899800,

£4=: o,ooi4i646,

Ct=z o,oooooo56.

£2=0,08828648,

C^= 0,00012857,

£gr=: 0,00000008,

Les valeurs de £/ étant ainsi calculées, on pourra facilement déduire

de la formule (5) la valeur du coefficient A„, quand on connaîtra

celles des coefficients

Il y a plus : si, en prenant pour m' Jupiter et pour m Pallas, on

nomme

les coefficients respectifs des exponentielles

dans les développements de - en séries doubles ordonnées suivant les

puissances entières des exponentielles trigonométriques dont les argu-

ments sont T, T ou 'h, 'Y , alors, en joignant aux valeurs trouvées de £/

la formule

on déduira aisément de cette formule la valeur de A„;_„ correspon-

dante à n'= 18, /i = 7, quand on connaîtra les diverses valeurs de

O'VDn—l',—n-i-h
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pourvu que l'on considère les indices variables /, t* comme étant rela-

tifs, le premier à Pallas, le second à Jupiter, et qu'en conséquence

on ait recours à la Table (lo) pour déterminer les diverses valeurs

de Cl, puis à la Table (ii) pour déterminer les diverses valeurs de Cf.

En résumé, il suit des formules (5) et (12), que, en supposant

connu le développement de - en une série ordonnée suivant les puis-

sances entières des exponentielles dont les arguments sont les anoma-

lies excentriques, on peut facilement obtenir le développement de -

en une série ordonnée suivant les puissances entières des exponen-

tielles dont les arguments soient les anomalies moyennes. D'ailleurs,

les formules nouvelles que j'ai données dans les précédents Mémoires

permettent de construire directement et avec facilité le dernier de ces

deux développements. J'ai appliqué, en effet, d'une part, la for-

mule (5), d'autre part, les nouvelles formules dont il s'agit, à la déter-

mination de la grande inégalité de Pallas, et je suis ainsi parvenu,

comme on le verra dans les Notes suivantes, aux résultats précédem-

ment indiqués.

287.

Astronomie. — Suite des Notes annexées au Rapport sur le Mémoire de

M. Le Verrier, et relatives à la détermination des inégalitéspériodiques

des mouvements planétaires (voir le Compte rendu de la séance du

17 mars).
C. R., T. XX, p. 825 (24 mars i845).

NOTE QUATRIÈME.

Développement du rapport de l'unité à la distance de deux planètes en une
série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles dont les

arguments sont les anomalies excentriques.

Conservons les mêmes notations que dans les Notes précédentes.

Représentons, en conséquence, par t la distance des deux planètes
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m, m', par 'j^, ']^' leurs anomalies excentriques, par n, n' deux nom-

bres entiers donnés; et soit toujours Xn le coefficient de l'exponen-

tielle

dans le développement de - en une série ordonnée suivant les puis-

sances entières de la variable

On aura

X,

puis on tirera de la formule (i)

(2) kr.= ^^œ-n\d^>

et, comme l'exponentielle

^-a^g-Hv/^

aura pour module l'unité, on conclura de l'équation (2) que le mo-

dule de Jio„ est inférieur au plus grand module de -• Il y a plus : en

supposant que l'on désigne par / un nombre entier quelconque, et

que l'on indique à l'aide de la lettre caractéristique S une somme de

termes semblables, correspondants aux diverses valeurs de x qui véri-

fient l'équation

(3) .r'=:i,

on tirera encore de la formule (2)

I '^^ ce
—^

(4) 7 ^, = <A.„+ <Xn^l H- =^«+2/ + . . . 4- ^n—l + «^«-2/ +• • •,

et, par suite,

(5) .,„=^2Ç-^.

la valeur de s étant

(o) 5 = aHo/j+z 4- <Xn->r%l + • . . + ^n—l + ^n—ll + • • • •
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Donc à Téquation (2) on pourra substituer la formule

(7) ^"^iSt"'

si le nombre / est as«ez considérable pour qu'on puisse, sans erreur

sensible, négliger la somme que représente la lettre s.

Si, dans les formules (2), (5), (6), on remplace n par — n, on

trouvera, non seulement

(8)
-

JU_„:
2

mais encore

' r''^"^!
-J..-'^'

(9) ^-=Tli-V-''

la valeur de s étant

Cela posé, on pourra évidemment à l'équation (9) substituer la sui-

vante

(11) =^-"=72 T'

si le nombre / est assez considérable pour qu'on puisse, sans erreur

sensible, négliger la somme s, déterminée par la formule (10).

Enfin, si l'on nomme ^l,„' le coefficient de l'exponentielle

dans le développement de - en série ordonnée suivant les puissances

ascendantes de la variable

et si l'on indique par le signe L une somme de termes semblables et

correspondants aux diverses valeurs de af qui vérifient l'équation

(12) ar"'=i,
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on aura, non seulement

(i3) cW=— / d'^\

mais aussi

(i4) "^«'^^^^ ""•'''

la valeur de s' étant

et à l'équation (i4) on pourra évidemment substituer la suivante

(i6) "'~'/'^~T~'

si le nombre /' est assez considérable pour que l'on puisse, sans erreur

sensible, négliger la somme s' déterminée par la formule (i5).

Soit maintenant

Je coefficient de l'exponentielle

(«'4''— «4') sj—'^

dans ie développement de ^ en série ordonnée suivant les puissances

entières des deux variables

On aura, non seulement

- —

u

uiais encore

(l8) ^n',-n-=^^ / ^%>-n^'''d^\

et l'on tirera de l'équation (i8), combinée avec les formules (9)

ot(i3),
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la valeur de i étant

(30) t = / SX'^ d'il,

puis de l'équation (17), combinée avec les formules (i4) et (8),

(21) A,„',-«=^i=A,-«^'-"-t',

la valeur de i' étant

(22)

y-.TT

11 est bon d'observer que, les modules de x" et de a?'""' étant égaux

à l'unité, les modules de i et de i' seront respectivement inférieurs, en

vertu des formules (20) et (22), le premier, au plus grand module de

la somme représentée par s, le second, au plus grand module de la

somme représentée par s' . Donc, pour obtenir la valeur du coefficient

ci,,,'__„, avec un degré donné d'approximation, en sorte que l'erreur

commise ne surpasse pas une certaine limite fixée d'avance, il suffira

d'employer, au lieu de l'équation (19), la formule

(23) A.„._„=l2Ao„.:r-,

en supposant /choisi de manière que le module de la somme s reste

toujours inférieur à la limite dont il s'agit, ou, au lieu de l'équa-

tion (21), la formule

(24) .V,_„ = i2x_«a7'-'»',

en supposant /' choisi de manière que le module de la somme / reste

toujours inférieur à cette même limite.

Des formules (23) et (16), ou (24) et (i i), on tire immédiatement

(.5) ^„,,_,.= -l2^\

la somme qu'indique le signe £ s'étendant à toutes les valeurs de a:, a;'

qui vérifient les équations (3) et (12).

OEuvres de C. — S. I, t. IX. - 19
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Les formules (ii), (i6), et par suite la formule (20) qui se déduit

des deux premières, ne diffèrent pas des formules d'interpolation con-

nues depuis longtemps, et relatives à une ou à deux variables. Déjà,

dans le § III du Mémoire publié en i832, j'avais indiqué ces formules

d'interpolation comme applicables au développement de la fonc-

tion perturbatrice. On peut effectivement, lorsque les nombres n, n'

deviennent considérables, faire servir l'équation (26), ou d'autres

formules du même genre, à la détermination des coefficients que

renferme le développement dont il s'agit. Mais il est plus simple de

combiner l'équation (23) ou (24) avec d'autres formules que je vais

maintenant rappeler.

Comme je l'ai remarqué dans la deuxième Note, la valeur de t est

de la forme

Ci— fljc'e-?v^) (i— a^'-»e?v/=^) (i— b^'e?\^^) (i— b^'-'g-W^^
(26) t^=^^ ^^r^ '

les modules a, b, m: et l'angle 9 étant des fonctions de la variable '\i.

Gela posé, on aura

Soient d'ailleurs
a„. et iso-

les coefficients de x"' dans les développements des deux produits

et faisons, pour abréger, non seulement

^•'^"'—
2.4.6. ..2/1'

'

mais encore

a"-

(28) 1 =
I — û'
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On trouvera, pour des valeurs positives de /z',

a"'

(29) 3„ =:3_„'= [•]„' =^n'y

la valeur de Jï^^' étant

o V
I ï

I
1-3 1.3 „

^ '
2 2n'-h2 2.4 (2rt'4- 2) (2/l'+ 4)

On aura donc, pour des valeurs positives de n',

(3.) a„. = a_„.= m„.-^(,-l -,-— ^,+.

et pareillement

(3.) i,,, = 8,_..= [-S],^(.- ^ -,V^ -A~ +•

En adoptant ces valeurs de J^±«' et de |B±„', on tirera de la formule (27)

(33) -=^2a„'^'«'e-«'9v^lÔ„.:r'«'e"'<Pv/^,

chacune des sommes qu'indique le signe 2 devant être étendue à

toutes les valeurs entières, positives, nulle et négatives de n'. Enfin,

si l'on égale entre eux les coefficients de x^' dans les développements

des deux membres de la formule (33), on trouvera

(34)

On peut assez facilement, et avec un degré d'approximation fixé a

priori, déterminer la valeur de <JU;j',_„, en joignant l'équation (34) à la

formule (^3), ou l'équation analogue qui fournirait la valeur de x„ à

la formule (24).

Dans le cas où le nombre n' devient considérable, les formules (3 1 ),

(32) donnent, à très peu près,

(35) a„. = 3_„. = [i],--^,
v/i — a'

y I — u*
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D'ailleurs, dans notre système planétaire, le module b, dont la pre-

mière valeur approchée se réduit à zéro [voir la formule (3o) de la

deuxième NoteJ, reste généralement très petit. Donc, appliquée à ce

système, la formule (36) donnera sensiblement

Bo— I, Î3i= î3_i— o, î:!2=^-2=o»

Donc, en vertu des formules (34), (35), on aura encore à très peu

près, pour des valeurs positives de n',

(37) ,u„.^[i],^,(i_„2)-ïat'a'»'e-«'?N/=T.

Il y a plus : comme, pour de grandes valeurs de /^', on a sensiblement

la formule (37) pourra être remplacée par la suivante :

(38) .1,,,.— --
^ — a»-^-/^'9v^.

s/t. n'{i — a'^)

NOTE CINQUIÈME.

Déi'eloppement du rapport de l'unité à la distance de deux planètes en une
série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles dont les

arguments sont les anomalies moyennes.

Nommons toujours r la distance des deux planètes m, m'. Soient 7,

T' leurs anomalies moyennes liées aux anomalies excentriques '>p, ^'

par les équations

dans lesquelles e, s' représentent les excentricités des orbites; et

posons, non seulement

(2) x^e'^^~\ x^:=.e^''^~\

mais encore

(3) tt = e^v^^, m'— e^'v^.



EXTRAIT N° 287. 149

On aura, en vertu des formules (i),

(4) u = xe ^^ -^^ u'=.x'e *V W.

Représentons d'ailleurs par n, n' deux nombres entiers; par

les coefficients de

dans les développements de - en une série simple ordonnée suivant

les puissances entières de ce ou de x', ou en une série double ordon-

née suivant les puissances entières de x et de x'; enfin par

les coefficients de

dans les développements de - en une série simple ordonnée suivant

les puissances entières de u ou de u' , ou en une série double ordonnée

suivant les puissances entières de u et de u' . On pourra, en supposant

connues les diverses valeurs du coefficient ^\^_n ou du coefficient .1.,»'.

en déduire assez facilement, à l'aide des formules rappelées dans les

Notes précédentes, la valeur du coefficient A„',_„ surtout lorsque les

nombres n, n' deviendront considérables. Entrons, à ce sujet, dans

quelques détails.

On a généralement

(5) A„'_„= — / k^u^dT.

D'autre part, si l'on substitue la planète m' à la planète m, les for-

mules (4) et (5) de la troisième Note {voir page i38) donneront

Ci désignant le coefficient de x'^' dans le développement de l'exponen-
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tielle

en une série ordonnée suivant les puissances entières de a?', et la

somme qu'indique le signe S s'étendant à toutes les valeurs entières

de /'. Enfin, si l'on désigne par k' un nombre entier déterminé, dont

la valeur soit très grande, la formule (i4) de la Note précédente don-

nera

( 7 ) '^n-V — Jl2d

la somme qu'indique le signe S s'étendant à toutes les valeurs de x'

qui vérifient l'équation

(8) x"''—\,

et la valeur de s' étant

( 9 )
s'-=: t,l£>„'_;'4-/t' 4- eA9„'_/'4-2/t' + •••-+- '^n'-V—k' H- <^/j'—/'—2A-' + • • • •

Cela posé, comme on aura

on tirera évidemment des formules (5), (G) et (7)

(.0) A„. _«= i, 2(^ - ;?)
^f^-noo"-^'- i\

la valeur de «'étant

Il y a plus : comme, en supposant la somme qu'indique le signe 2

étendue à toutes les valeurs entières de /', on aura identiquement

(.2)

w'E' / ,_ 1 \

„2 r ^)=.l.CvX"\
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et, par suite,

( =[-^(-^)](^r-
la formule (lo) donnera

(,4) K;-n= ~ 2A_„ u'-n]^l - i' (^.Z:'+
1,) j

- i',

la somme qu'indique le signe Z s'étendant à toutes les valeurs de x'

qui vérifient l'équation (8). On trouvera pareillement

(i5) A„',_„=: ^2A„'a'^ I— ^f^+ -
j

—i,

la somme qu'indique le signe 2, dans la formule (i5), s'étendant à

toutes les valeurs de x qui vérifient l'équation

(i6) x''=zi,

et la valeur de i étant déterminée par le système des formules

Ajoutons que le signe 2, dans la formule (17), devra s'étendre à toutes

les valeurs entières de /, et que la quantité Ci sera le coefficient de oc^

dans le développement de l'exponentielle

en une série ordonnée suivant les puissances entières de x. Remar-

quons enfin que, si l'on échange entre elles les planètes m, m', et par

suite les quantités ~ ti, n', on obtiendra, à la place de la formule (6),
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la formule semblable

(.9) -'^-"=10-
-n

- ]A,. n-i-l'^h

la somme qu'indique le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs en-

tières de /.

Lorsque le nombre k deviendra notablement supérieur au nombre /z,

ou le nombre k' au nombre 7i\ les modules des sommes s, s', et par

suite les modules de i et i', seront généralement très petits. On pourra

donc alors, sans erreur sensible, remplacer l'équation (i4) par la for-

mule

(20) A„',_„=-^2A_„«'-'=|i-^(^a''+^,jJ,

ou, ce qui revient au même, par la suivante

(21) A„',_«=^ 2 A_„ «'-«'( i-£'cos^'),

et l'équation (i5) par la formule

(^2) A,,_„^^^2A„-..'^[.-i(a.+ A)j,

ou, ce qui revient au même, par la suivante

(23) A„',_„=:-^2A„'f/'»(l — £COS(]^).

Donc alors on pourra, de l'équation (21) jointe à la formule (19), et

de l'équation (28) jointe à la formule (G), déduire une valeur très

approchée du coefficient A;/,_„. Il y a plus : on pourra facilement

estimer le degré d'approximation ainsi obtenu, en cherchant une va-

leur approchée du module de i ou de i', ou plutôt d'une limite supé-

rieure à ce module. Concevons, pour fixer les idées, qu'on veuille savoir

quel est le degré d'approximation auquel on parvient quand on réduit

l'équation (i4) à la formule (21), en négligeant i'. On remarquera,

d'une part, que l'erreur commise, dans cette hypothèse, sur le module
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de A„',_„ ne peut surpasser le module de i'; d'autre part, que, le mo-

dule de m" étant l'unité, le module de i' sera, en vertu de la for-

mule (i i), inférieur au module maximum de la somme

On pourra d'ailleurs calculer aisément une valeur approchée de cette

somme, en joignant à l'équation (9) l'équation (38) de la quatrième

Note, c'est-à-dire la formule

(25) .1.,,=
/ ,!^ <^-'e-'H-^,

\Jt: n'{i — a^)

et en observant que cette formule continue de subsister quand on y

remplace Xn' par x_„' et s]— i par — sj— i ; de sorte qu'on a encore

à très peu près

(26) X.ri'—-j= a"'e"'?v^.

Considérons en particulier le cas où la différence k' — n! est nota-

blement supérieure aux valeurs de /' pour lesquelles Q' conserve une

valeur sensible, et supposons encore que tt reste sensiblement infé-

rieur à l'unité. Alors, û*' étant un petit nombre, la valeur approchée

de s' tirée des formules (9) et (26) sera

_i

sJ'Ki^k' — n'+l)

OU encore, à très peu près,

_ 1

c'K C I — a* 'i
2 .

(27) s'— ^ ' - tt^'-«'+/'eCi'-'»'+'')?v-i.

sjTi{k' — n')

Or, en substituant cette valeur approchée do s' dans la somme (24)

et ayant égard à l'équation (i3), on obtiendra la formule approxi-

mative

(28) 2('~ -\ ^is' =^ Sl{k'— n')~K'''-''' e^'^-"')'if='\

OEuvres de C. — S. 1, 1. IX. 20

k
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la valeur de ^ étant déterminée par le système des deux formules

(29)
j

s/'K{i-a^)l 2 V ^'/J

Soit maintenant A le module de 4^, et a le module de la somme

On aura, en vertu de la formule (28),

(30) A(A:'— /i')"2a*'-'»'=8.

Or, de l'équation (3o), dont le premier membre décroît sans cesse

pour des valeurs croissantes de la différence k' — n\ on déduirait sans

peine la valeur approchée de cette différence, si l'on supposait connues

les valeurs de « et de a. Pour y parvenir très simplement, dans le cas

où le module « est très petit, il suffit d'observer que l'on tire de l'é-

quation (3o)

par conséquent

L(8-»A) I L(Â:'-«)
(3i) k'—n'

L(a-») 2 L(tt-i)

puis d'appliquer à l'équation (3i) la méthode des substitutions suc-

cessives, en considérant
L(8-^A)

L(a-')

comme la première valeur approchée de la différence

et déduisant chaque nouvelle valeur approchée de celle qui la pré-

cède, par la substitution de celle-ci dans le second membre de l'é-

quation (3i).

Il importe d'observer que, pour de très petites valeurs de £', la pre-
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mière des formules (29) donne, à très peu près,

fVf /n'+ l 1 n'—\ \

(32) Az= —-^- e-\-^--^—^V''''\
V7r(i — a^)

la valeur de X' étant celle que fournit l'équation (25) de la deuxième

Note. Observons encore que la valeur de a, déterminée par la for-

mule (3o), dépend, non seulement du nombre k' — n\ mais aussi de

l'argument ^, dont a et A sont tous deux fonctions. Si, en attribuant

à la différence k' — ri une valeur constante, très considérable, on fait

varier l'angle ^, le module a variera proportionnellement au produit

Aa^'-«',

dont la plus grande valeur correspondra sensiblement à la plus grande

valeur de a. En effet, les valeurs maxima de ce produit, considéré

comme fonction de -j^, se déduiront de la formule

(33) D^a+^:^D4,A=:o;

et, pour de grandes valeurs de k' — ri, cette équation se réduira sen-

siblement à la suivante

(34) D^o = o,

c'est-à-dire à celle qui fournit les valeurs maxima de a. Ajoutons que,

pour des valeurs croissantes de
^J^,

le produit

Ao*'-'*'

croîtra, tant que le premier membre de la formule (33) sera positif,

et que, pour de très grandes valeurs de k' — ri , le signe de ce premier

membre est en même temps le signe de la dérivée D^a, excepté lorsque

la valeur de ^ diffère peu de l'une de celles qui vérifient la for-

mule (34).

Si l'on assujettit le module a à ne point dépasser une certaine limite

supérieure, la résolution de l'équation (3i) fera connaître la limite

correspondante au-dessous de laquelle ne pourra s'abaisser la diffé-
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rence k' — n' . Si la limite assignée à « est très petite, la valeur corres-

pondante de k' — ?i', tirée de la formule (3i), sera très considérable,

et le maximum maximorum de cette valeur, considérée comme fonc-

tion de ^, répondra sensiblement au maximum maximorum du mo-

dule a. Il en résulte qu'on peut déterminer a priori la valeur qu'il

conviendra d'attribuer à k' ,
pour que les formules précédentes four-

nissent une perturbation du moyen mouvement ou de l'un quelconque

des éléments elliptiques avec un degré d'approximation donné.

Concevons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse d'obtenir, à une

seconde près, la grande inégalité du moyen mouvement de la planète

Pallas, savoir, celle qui est due à l'action de Jupiter et qui correspond

h l'argument i8r — yT, les deux lettres T, T' représentant les ano-

malies moyennes de ces deux planètes. Alors, comme nous l'avons vu

dans la première Note, il suffira que l'erreur commise sur le module

de 2A„',_^ ne surpasse pas

lO'

Il suffira donc que l'erreur commise sur le module de A„',_„ ne sur-

passe pas le rapport
1,5

et l'on pourra prendre, pour limite de a,

D'autre part, si l'on cherche le maximum maximorum de a, on recon-

naîtra qu'il répond à une anomalie excentrique de 23o° environ; et si

l'on pose en réalité

4> = 23o%

on trouvera, non seulement, comme on l'a déjà dit dans la deuxième

Note,
n=: 0,645, b 1= 0,000889,

et, par suite,

DC'zzr ^r=o,o366, »C= 0,1912,
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mais encore
<p=— 26°9'3o",

et, par suite, en vertu de la formule (32),

A = 0,09473.

Cela posé, l'équation (3i) deviendra

k'— n'=i ^1,012 — 2,62gL{k'— n').

Or cette dernière équation, résolue par rapport k k' — n\ donnerait à

très peu près
k'— n'z= 86,90.

Donc le maximum de l'erreur commise sur l'inégalité cherchée ne

pourra être que d'environ une seconde sexagésimale, si l'on applique

à la détermination de cette inégalité les formules (21) et (19), en sup-

posant
k'—n'> 36,

ou, ce qui revient au même, puisque l'on a /^'= 18,

(35) A''>54.

Si l'on veut appliquer à la détermination de l'inégalité cherchée,

non plus les formules (21) et (19), mais les formules (23) et (6),

alors, en raisonnant toujours de la même manière, on obtiendra sans

difficulté la condition à laquelle k devra satisfaire pour que l'erreur

commise soit d'environ une seconde sexagésimale, et l'on reconnaîtra

que cette condition est

(36) - A->29.

La condition (36) se trouve vérifiée lorsque dans la formule (23)

on suppose la somme qu'indique le signe 2 étendue à toutes les valeurs

de '\> qui représentent des arcs inférieurs à la circonférence et mul-

tiples d'un arc de 10°. En effet, dans cette hypothèse, on a ^ = 36.

Alors, en désignant par iH) la partie réelle du produit

An'U"{l — £C0S4'),
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et posant, en conséquence,

(37) A„'M'»(r — ecosv];) =ift' H- ©\/~,

on peut assez facilement déterminer les diverses valeurs de ift) et e, k

l'aide de la formule (6) jointe à l'équation (34) de la quatrième Note.

En opérant ainsi, et calculant les valeurs des produits

correspondantes aux dix-sept termes de la progression arithmétique

140", i5o°, 160°, ..., 290°, Soo",

on trouvera
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la progression (38), seront respectivement

42100 23399
"^

109 ' lO»

On aura donc

.« . ^. 42100 — 28899 ./ZTT

10^

Donc la formule (21), dans laquelle on devra prendre k = 36, donnera

.... . _ 11694 — 65oov/^

et par suite, si l'on pose, comme dans la première Note,

on trouvera

^^26759^ iiz^-agoS'SS".

Soit maintenant R la fonction perturbatrice relative à la planète

Pallas, et nommons AR la partie de cette fonction qui correspond à

l'argument ±(/^'^'— nT). On aura

OU, ce qui revient au même,

(40 AR=âïî,cos(/i'7''-«7^+^).

De plus, en nommant [jl le moyen mouvement de Pallas dans l'orbite

elliptique, on trouvera

8m'n

OU, ce qui revient au même,

(42) D,Afx:=
3m'«

3i;d cos(«'r'-/ir+^);

puis on en conclura, en intégrant deux fois de suite et conservant
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seulement dans chaque intégrale les termes périodiques,

OU, à très peu près,

(43) A fiidtz=zZm'na(-j-r^ \ ST^ ?,\nin' T'- nT+Q,).
^ ' \n' p.' — nix./

En substituant dans cette dernière formule les valeurs de m', n, n\

p., (x', a, DX= et 12, on trouve, non seulement

(44) A fixât = ^
—^s\n{iSr'-nT+^),

J ^ 0,0000000029010 '

mais encore

(45) ùif[idt = (9o6",6) sin(i87"- 7 T- 29°3'55").

Telle est la formule qui détermine, à une seconde près, la grande iné-

galité du moyen mouvement de Pallas, savoir, celle qui est due à l'ac-

tion de Jupiter, et qui est du premier ordre par rapport aux masses.

NOTE SIXIÈME.

Sur les moyens de simplifier le calcul des inégalités périodiques

des mouvements planétaires.

Les calculs développés dans la cinquième Note peuvent encore être

simplifiés à l'aide des nouvelles formules que j'ai données dans mes

précédents Mémoires. Je me bornerai, pour le moment, à indiquer la

simplification que produit une de ces formules, savoir l'équation (56)

de la page 112.

Conservons les mêmes notations que dans les Notes précédentes,

et supposons de plus que, l'équation

(l) x^=0

étant résolue par rapport à x', on nomme ^' celle de ses racines qui
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offre le plus petit module au-dessus de l'unité. On aura identique-

ment

(2) £'~a-'e?v/-»',

et t, considéré comme fonction de x' , aura pour facteur l'expression

(-r-
D'autre part, comme on aura

OU, ce qui revient au même,

la valeur de c' étant

,_ n's'

1

on en conclura que A^j' représente le coefïîcient de ^"' dans le dévelop-

pement de la fonction

2/ / '

en une série ordonnée suivant les puissances entières de x' . D'ail-

leurs, cette même fonction aura pour facteur

X'

et, si l'on désigne l'autre facteur par ^(x', -Ç\, c'est-à-dire si l'on pose

(3)

OEuvies Je C. — S. I, t. IX.
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la formule (56) de la page 1 12 donnera

(4) A„-r=^'-«'^(|'-^'V,r-'+r'A)[iV,

la lettre caractéristique A étant relative au nombre n\ et la caractéris-

tique V étant liée à A par la formule

(5) V^—-^.
I -t- A

Si maintenant on développe le second membre de l'équation (4), en

s'arrètant aux premières puissances de A et de V, on trouvera sensi-

blement

(6) An=-Se^,

les valeurs de s et de 5 étant

I a-

4«' I — ti^

Or, de l'équation (6), jointe aux formules (2) et (7), on déduira direc-

tement la valeur de A^- correspondante à une valeur donnée de ']/, sans

être forcé de calculer les diverses valeurs de ^l.,»-/ , et de la transcen-

dante de 31. Bessel, comme on était obligé de le faire quand on avait

recours à la formule (6) de la Note précédente. En appliquant ces for-

mules à la recherche de la grande inégalité de Pallas, et posant, comme

ci-dessus,

A„' a" (
I — £ cos^]> ) — Db -h 3 v'"^^

,

nous avons obtenu sans peine les diverses valeurs des produits

ioU\\>, 10^3,

correspondantes aux valeurs de ^ que renferme la progression arith-

métique
i4o", i5o°, . . ., 3oo°,



et nous avons trouvé

Pour «^
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Dans d'autres articles, je montrerai l'usage qu'on peut faire de mes

autres formules générales pour obtenir des simplifications nouvelles.

288.

Calcul intégral. — Mémoire sur la dètermlnalion approximative

des fonctions représentées par des intégrales.

C. R., T. XX, p. 907 (Il mars i84>).

Lorsqu'une fonction est représentée par une intégrale et qu'on ne

peut obtenir la valeur exacte de cette intégrale en termes finis, on a

ordinairement recours à l'intégration par série. D'ailleurs, pour effec-

tuer cette espèce d'intégration, il suffit de développer la fonction sous

le signe y en une série convergente, puis d'intégrer chaque terme de

la série obtenue. Or, on peut concevoir un nombre infini de dévelop-

pements divers d'une fonction donnée, même lorsque cette fonction

dépend d'une seule variable. Car, en supposant que l'on attribue à

cette variable une valeur près de laquelle la fonction reste continue,

on pourra, par exemple, développer la fonction, ou suivant les puis-

sances entières de la variable dont il s'agit, ou suivant les puissances

entières de toute autre variable qui serait fonction continue de la pre-

mière. 11 résulte de cette observation qu'il existe une infinité de

manières d'appliquer l'intégration par série h une intégrale donnée.

Mais, parmi les développements divers qu'une intégrale peut ainsi

acquérir, il importe de rechercher et de choisir ceux qui sont rapide-

ment convergents. Une étude approfondie de la question m'a conduit

à un principe général qui est éminemment propre à guider les géo-

mètres dans cette recherche. Je vais exposer en peu de mots ce prin-

cipe et les conséquences remarquables qui s'en déduisent.

Supposons que, dans une intégrale, la fonction sous le signe j ait

été développée en une série ordonnée suivant les puissances entières,
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positives, nulle et négatives d'une seule variable i. Cette série sera

convergente si ses deux modules sont inférieurs à l'unité, et cette

condition sera généralement remplie pour tout module de la variable t

compris entre certaines limites qui permettront à la fonction de

devenir infinie ou discontinue. Il y a plus : la série trouvée offrira,

en général, une convergence rapide, lorsque le module de la variable

sera fort éloigné des deux limites dont nous venons de parler; mais

la convergence deviendra très lente dans le cas contraire. Or, pour

remédier à cet inconvénient, il suffira évidemment de reculer ces

deux limites, ou plutôt de les remplacer par des limites nouvelles,

en considérant la fonction sous le signe y comme composée de deux

facteurs dont le premier seul puisse devenir infini ou discontinu,

quand le module de la variable atteint les deux limites primitivement

calculées, et en développant le second facteur en série, sans altérer

la forme du premier facteur. Si les nouvelles limites entre lesquelles

le module de t peut varier, sans que le second facteur cesse d'être fini

et continu, diffèrent notablement des limites primitivement calcu-

lées, alors, au développement de ce second facteur correspondra un

développement de la fonction sous le signe T en une série nouvelle

qui sera, en général, rapidement convergente, dans le cas où la con-

vergence de la série primitivement obtenue devenait très lente. Si,

d'ailleurs, le premier facteur est tel que l'on puisse facilement inté-

grer chaque terme de la nouvelle série, l'intégrale proposée pourra

être représentée, avec une grande approximation, par la somme d'un

petit nombre de termes.

Le principe général que nous venons d'établir s'applique avec succès

à la détermination des mouvements des corps célestes. Les astronomes

ont quelquefois exprimé le vœu que l'on parvînt à remplacer les déve-

loppements ordinaires des coordonnées des planètes en séries de sinus

et cosinus par d'autres développements plus convergents, composés

de termes périodiques que l'on pût calculer facilement à l'aide de cer-

taines Tables construites une fois pour toutes. Il y a plus : on a dit avec

raison que, pour faciliter le calcul des perturbations observées dans
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les mouvements des planètes et des comètes, il pourrait être avanta-

geux de substituer aux séries composées de termes périodiques des

séries composées de termes non périodiques, dont l'usage serait res-

treint, pour chaque astre, à une portion de l'orbite que cet astre

décrit. Mais quelle est précisément la nature des tentatives que les

géomètres ont pu faire pour réaliser cette pensée? C'est ce que

j'ignore; et, à ma connaissance, on ne trouve rien qui soit propre à

éclaircir cette question dans les Ouvrages publiés jusqu'à ce jour.

Après avoir reconnu les avantages qui s'attachent à la décomposition

des fonctions en facteurs, dans la détermination des coefficients que

renferment les développements connus de ces fonctions, j'ai voulu

voir s'il ne serait pas possible de tirer parti de cette décomposition

pour développer les intégrales que présente la théorie des planètes

et des comètes elles-mêmes en séries nouvelles qui fussent rapide-

ment convergentes, au moins pour des portions considérables des

orbites. Le principe ci-dessus rappelé m'a indiqué la marche que je

devais suivre pour obtenir de semblables séries, et il fait ainsi dispa-

raître les difficultés que le problème semblait offrir au premier abord.

Quelques lignes suffiront pour donner aux géomètres une idée nette

des résultats que j'ai trouvés, et qui me paraissent mériter de fixer un

moment l'attention de l'Académie.

Les variations des éléments elliptiques des planètes et des comètes

sont généralement représentées par des sommes d'intégrales de divers

ordres. Considérons en particulier les variations du premier ordre,

qui peuvent toujours être réduites à des intégrales simples, et celles

de ces intégrales dans lesquelles la fonction sous le signe j a pour

dénominateur, ou la distance t de deux planètes, ou le cube de t. En

égalant la distance t à zéro, on obtiendra une équation transcendante

qui, résolue par rapport au temps /, admettra généralement une infi-

nité de racines imaginaires; et à chacune de ces racines correspondra

un facteur linéaire, mais imaginaire, de la distance x. Cela posé, le

principe indiqué plus haut me conduit à décomposer la distance x, en

deux facteurs réels, dont le premier soit le produit des deux facteurs
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linéaires et conjugués, correspondants aux racines imaginaires qui

offrent le plus petit module. En divisant l'unité par ce mémo produit,

on obtient un premier facteur réel de la fonction qui se trouve ren-

fermée sous le signe / dans chaque intégrale, savoir, le facteur dont

la forme ne doit point être altérée. Quant à l'autre facteur, il convient

de le développer en série ordonnée suivant les puissances ascendantes

d'une variable nouvelle qui, différentiée par rapport au temps, donne

pour dérivée précisément le rapport de l'unité au produit mentionné

ci-dessus; et, en opérant de cette manière, on voit la valeur de chaque

intégrale se réduire elle-même à une série dont les divers termes sont

tous, à l'exception des premiers, respectivement proportionnels aux

puissances entières, positives et négatives de la nouvelle variable.

Ajoutons qu'on obtiendra encore, pour représenter chaque inté-

grale, une série qui pourra être employée avec succès dans la déter-

mination des mouvements des corps célestes, si, au produit dont nous

avons parlé, on substitue le carré de la distance entre deux planètes

assujetties à se mouvoir, dans des orbites circulaires, avec des élé-

ments elliptiques choisis de manière que ce carré ait pour facteur ce

même produit.

Dans les recherches que je viens d'analyser, j'ai ramené la déter-

mination d'une intégrale à la décomposition de la fonction sous le

signe y en deux facteurs, dont l'un reste inaltérable, tandis que

l'autre se développe en série convergente; et j'ai, de plus, supposé le

premier facteur choisi de manière que la substitution du second fac-

teur à la fonction eût pour effet de reculer les limites entre lesquelles

cette fonction demeurait finie et continue. 11 n'est pas absolument

nécessaire d'assujettir le premier facteur à cette dernière condition;

et, pour obtenir le développement de l'intégrale en une série qui soit

rapidement convergente, au moins dans ses premiers termes, il suffit

souvent de considérer, comme premier facteur de la fonction sous

le signe
f,

une seconde fonction dont elle diffère très peu. Cette

remarque fort simple permet de développer les coordonnées des corps

célestes, ou plutôt les accroissements de ces coordonnées, dus aux
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forces perturbatrices, en séries qui paraissent dignes de remarque.

Pour obtenir ces nouvelles séries, je décompose la fonction perturba-

trice, ou plutôt la partie de cette fonction qui est réciproquement

proportionnelle à la distance des deux planètes, en deux facteurs,

dont le premier est de la forme que ce rapport acquiert quand les

deux planètes se meuvent dans des orbites circulaires; puis, en lais-

sant ce premier facteur inaltérable, je développe le second facteur

suivant les puissances entières des exponentielles qui ont pour argu-

ments les anomalies moyennes. Alors les inconnues se trouvent expri-

mées par des séries d'intégrales simples ou doubles dans chacune des-

quelles la fonction sous le signe T-cst le produit du premier facteur

par une exponentielle trigonométrique dont l'argument est propor-

tionnel au temps. Je prouve ensuite qu'on peut réduire l'évaluation

numérique des intégrales à la construction de certaines Tables, et je

montre comment on peut ramener : i° la détermination des intégrales

simples au calcul des seules transcendantes elliptiques de première

et de seconde espèce; 2" la détermination des intégrales doubles au

calcul de deux autres transcendantes, qui sont ce que deviennent les

premières quand on multiplie, dans chacune d'elles, la fonction sous

le signe /"par la variable à laquelle se rapporte l'intégration.

Il est bon d'observer qu'on peut modifier de diverses manières la

méthode et les séries nouvelles que je viens de signaler, soit en fai-

sant subir de légères modifications à la forme du facteur qu'on laisse

inaltérable, soit en substituant au temps t une autre variable indépen-

dante. Parmi les résultats auxquels on parvient en opérant de la sorte,

on doit surtout distinguer ceux qu'on obtient quand on exprime toutes

les variables en fonction de l'angle qui représente la différence entre

les anomalies excentriques des deux astres que l'on considère.

Dans mes précédents Mémoires, j'ai donné des formules et des

méthodes nouvelles pour le calcul des perturbations des planètes et

des comètes, et j'ai montré les avantages que présentent ces méthodes

par des applications numériques relatives à la théorie de Pallas et de

Jupiter. Mais je supposais toujours les accroissements des coordon-
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nées développés en séries qui conservaient la forme adoptée jusqu'à

ce jour. Dans le présent Mémoire, je change la forme des séries elles-

mêmes, et je n'ignore pas que cette innovation obligera les géomètres

et les astronomes à changer complètement le système des opérations

qu'ils emploient pour construire les Tables astronomiques. Toutefois,

cette innovation semble destinée à prévaloir, non seulement en raison

de l'économie de temps et de travail qu'elle entraînera nécessaire-

ment, mais aussi et surtout parce que les nouveaux développements

s'appliquent avec succès au cas même où il s'agit de calculer les per-

turbations observées dans le mouvement de comètes dont l'excentri-

cité devient fort considérable et s'éloigne peu de l'unité.

Analyse.

§ I. — Considérations générales.

Soit f(^) une fonction donnée de la variable x, et supposons que

l'on demande la valeur de l'intégrale

(i) S=f{{a^)cijc,

prise à partir d'une certaine origine, cette intégrale n'étant pas du

nombre de celles qui s'obtiennent en termes finis. On pourra, dans

un grand nombre de cas, trouver assez facilement la valeur demandée

à l'aide de l'intégration par séries. Pour y parvenir, il suffira de déve-

lopper la fonction f(x) en une série qui demeure convergente, du

moins pour les valeurs de x comprises entre les limites de l'intégra-

tion. Il y a plus : on pourra effectuer cette opération d'une infinité de

manières, en développant, par exemple, ou la fonction f(x), ou même

un facteur de cette fonction, en une série ordonnée suivant les puis-

sances entières d'une variable liée à x par une équation donnée. Si,

pour fixer les idées, on a non seulement

(2) f{a:) = (^{x)x{œ),

mais encore, pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites

Œuvres de C. — S. I, t. IX. aa
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(le l'intégration,

(3) y^{x)=z u-^ V -i-w -^. . .,

la valeur de l'intégrale S, développée en série, sera

( 4 ) s =
I
u ^{a;} dx -f- / (' cp ( J7 ) dx -f- 1 w (p{x) dx + . . . .

D'ailleurs, pour que la formule (4) puisse servir à trouver aisément

une valeur très approchée de l'intégrale S, il est nécessaire d'attribuer

au facteur 9(^) et au développement de y (^) des formes telles que,

d'une part, les intégrales

(5) luo{x')dx, li'(£>{x)dx, l\v(û{x)dx

se réduisent, ou à des fonctions exprimées en termes finis, ou, du

moins, à des transcendantes dont on puisse calculer facilement la

valeur, et que, d'autre part, la série de ces intégrales soit rapidement

convergente. La première condition sera remplie si l'on réduit, par

exemple, le facteur ^(cc) à une fonction rationnelle de la variable x,

ou d'une exponentielle dont l'exposant serait proportionnel à x, et

si, en même temps, on développe le facteur x(^) suivant les puis-

sances entières de cette variable ou de cette exponentielle. On pour-

rait même, à la fonction rationnelle dont nous venons de parler, sub-

stituer une fonction algébrique et, en particulier, un radical du second

degré analogue à ceux que renferment les transcendantes elliptiques.

D'ailleurs, en vertu d'un théorème établi dans le résumé des Leçons sur

le Calcul injinitésimal {voir Xsl trente-huitième Leçon) (*), la série (5)

sera convergente lorsque la série

(6) u, (% w, ...

restera convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre les

limites de l'intégration ; et l'on peut ajouter que, dans ce cas, une con-

vergence rapide de la série (6) entraînera généralement une conver-

(') OEuvres de Cauchy, S. II, ï. IV.
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gence rapide de la série (5). Mais comment doit-on opérer pour rendre

la série (6) rapidement convergente, ou dans toute son étendue, ou au

moins dans ses premiers termes? C'est ce que nous allons maintenant

examiner.

Supposons d'abord que la série (6) se réduise au développement de

la fonction y^{x) suivant les puissances entières de la variable x. La

rapidité de la convergence de cette série dépendra de la nature même
de la fonction x(^)' ^t par conséquent de la nature du premier fac-

teur o{x) de la fonction donnée f(^). Si ce premier facteur se réduit

à l'unité, le facteur x(^) n'étant alors autre chose que la fonction ï{x)

elle-même, la série (6) sera précisément le développement de f(^)

suivant les puissances entières de x, et restera convergente tant que

le module de x ne dépassera pas les limites entre lesquelles il peut

varier sans que la fonction f(^) cesse d'être finie et continue. Nom-

mons a et a, ces deux limites, a, étant la limite inférieure et a la limite

supérieure. La série

(7) judo;, jvdx, jwdr,

qui, dans l'hypothèse admise, représentera le développement de l'in-

tégrale s, sera convergente, si les limites de l'intégration demeurent

comprises entre les deux modules a,, a; et elle sera même rapidement

convergente si ces limites restent placées à une distance considérable

de ces modules. Supposons maintenant que, l'origine ou la limite

inférieure de l'intégrale demeurant constante, la limite variable,

c'est-à-dire la limite supérieure, se rapproche considérablement du

module a. Alors la convergence de la série (7) deviendra générale-

ment très lente; mais, pour retrouver un développement de $ rapi-

dement convergent, il suffira de substituer à la série (7) la série (5),

en supposant, s'il est possible, le facteur cp(^) tellement choisi, que

la fonction x,(^) reste continue pour des modules de x notablement

supérieurs au module a. Or il est souvent facile de remplir cette der-

nière condition. Supposons, pour fixer les idées, que a représente le

module d'une valeur particulière a de x, pour laquelle la fonction ï{x)
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devienne infinie, en sorte que l'on ait

a désignant un arc réel. Alors a sera une racine de l'équation

Alors aussi f(^) sera généralement proportionnel au binôme

élevé à une puissance dont l'exposant sera négatif ou offrira du moins

une partie réelle négative. Représentons cette puissance par

et supposons qu'il soit possible de choisir l'exposant s de telle sorte

que le produit

ne devienne pas infini pour x=.a. Enfin supposons que ce même

produit ne cesse jamais d'être fini et continu, ou du moins ne cesse

de l'être que pour un module b de x, placé à une distance notable du

module a. Pour remplir la condition énoncée, il sufïira de prendre

(9) '^{x) — {x — aY', x^x) — {x — aY{{^x),

OU bien

(10) ^{x)^{x--^\ x(^-)=(i-f)*f(^),

OU encore

(I,) <p(^)=r(i_|)", x(^)=(i-iyf('^).

Ajoutons que l'on pourrait attribuer à la fonction cp(^) une infinité

d'autres formes, pour lesquelles la condition énoncée serait satisfaite.

On pourrait supposer, par exemple,

(12) ^(a;)z=:(e-^— e"'y-\
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ou plus généralement

(.3) Cr>{^) = {.%-X)-%

,\- désignant une fonetion continue de x, et x la valeur particulière

que cette Fonction acquiert pour x = a.

Lorsque la fonction f(a-) est réelle, les racines de l'équation (8)

sont généralement, ou des racines réelles, ou des racines imaginaires

conjuguées deux à deux. Donc alors, si cette équation admet une

racine imaginaire de la forme

elle admettra une autre racine imaginaire de la forme

et si la fonction f(x) peut être considérée comme ayant pour facteur

elle aura encore pour facteur

Adoptons cette hypothèse, et supposons que le produit

(^ — ae='^~'y{x — SLe-^^~'Y{{cc) = (^2_ ^a^^c^g^ _^ a=')-'f(.r)

ne cesse d'être fini et continu, par rapport à x, que pour un module b

de X placé à une distance notable du module a. Pour remplir la con-

dition ci-dessus énoncée, il suffira de prendre

(i4) (f{x)z:::{jc^— aa^cosa + a^)-*

et, par suite,

(ï5) Xi^) = (>^-'— 2a.î?cosa + a-)-'9(.r).

Nous venons de montrer, par des exemples, comment on peut déter-

miner le facteur o(x) de manière à rendre les séries (6) et (5) rapi-

dement convergentes dans des cas où la convergence aurait été fort
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lente, si l'on eût pris simplement 9(0;) = i. Mais, dans ce qui vient

d'être dit, nous avons supposé que la série (6) se réduisait au déve-

loppement dey^(x') suivant les puissances entières de x. Dans cette

hypothèse, le terme général de la série (6) est de la forme

Il désignant une quantité entière positive ou négative, et par suite le

terme général de la série (5) est de la forme

kn j x"- ':i^{x)dx.

Or l'intégrale renfermée dans celui-ci, savoir,

(16) . 1 x"- (!^{x) dx,

peut, ou s'exprimer sous forme finie, ou se réduire à des transcen-

dantes connues, dans plusieurs des cas que nous avons considérés.

Ainsi, en particulier, elle s'exprimera sous forme finie, si l'on prend

pour 9(ii?) une des fonctions

en réduisant l'exposant s à un nombre entier ou fractionnaire, ou

bien, si l'on prend pour ^{x) la fonction

{x^— 2a:r cosa -h a-)~-%

en réduisant s à l'une des fractions

2 » 2 ' 2 '

Au reste, on étendra sans difficulté les raisonnements dont nous

avons fait usage au cas où la série (6) serait ordonnée, non plus sui-

vant les puissances entières de la variable x, mais suivant les puis-

sances entières d'une autre variable y liée à x par une certaine équa-

tion. Si, pour fixer les idées, on supposait cette équation. réduite à la

formule
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alors, en posant comme ci-dessus

et désignant par k„y" le terme général de la série (6), on obtiendrait

pour terme général de la série (5) un produit de la forme

k^fv" (e^— e" )-' dx.

Alors aussi l'intégrale

j'yn (
gx_ qu ys

(^Ij.
-— Tj'»-» (y — e"- Y^ dy

pourrait s'obtenir sous forme finie, si l'exposant s se réduisait à un

nombre entier ou fractionnaire.

En terminant ce paragraphe, je ferai une dernière observation, (;t

je remarquerai que, pour rendre la série (5) rapidement convergente,

au moins dans ses premiers termes, il n'est pas absolument nécessaire

d'assujettir le facteur cp(^) à la condition particulière que nous avons

indiquée. 11 suffît généralement de prendre pour 9(0?) une fonction

telle que le rapport

se rapproche beaucoup de l'unité, pour toute valeur de x comprise

entre les limites de l'intégration, puis, de développer ce rapport sui-

vant les puissances ascendantes de paramètres qui soient très petits

et du même ordre que. la différence

§ II. — Applications diverses des principes établis dans le paragraphe I.

Considérons d'abord l'intégrale

(0 fHt)dt,

la valeur de f(^) étant donnée par l'équation

(2) f(0 — (« — 29cosM-5*)-s
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dans laquelle 0, s représentent deux nombres dont le premier soit

compris entre les limites o, i; et supposons cette intégrale prise à

partir de l'origine zéro. Comme, en vertu de la formule (2), la fonc-

tion f(/) ne changera pas de valeur quand on fera croître l'angle / d'un

multiple de la circonférence, on pourra, dans la détermination de l'in-

tégrale (1), ramener tous les ca& à celui où la valeur numérique de t

serait supposée inférieure à t:. Adoptons cette supposition, et conce-

vons que l'on se propose d'appliquer l'intégration par série ii l'inté-

grale (i). On pourra y parvenir assez simplement en développant le

facteur f(/) suivant les puissances entières de l'exponentielle trigono-

métrique

et comme, en posa
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De plus, comme l'équation

pourra être présentée sous la forme

(6) {i-ea:)(i-^-) = o,

cette équation, résolue par rapport à x, offrira deux racines, savoir :

(7)
I

ô'

et par suite G, | seront les deux modules de chacune des séries que

renferment les seconds membres des formules (3) et (4). Donc ces

séries seront rapidement convergentes, si ô est un petit nombre; mais

la convergence deviendra très lente, si se rapproche beaucoup de

l'unité. Voyons comment il sera possible, dans ce dernier cas, d'ob-

tenir,- pour l'intégrale proposée, un développement plus convergent

que la série déjà connue et reproduite par la formule (4)-

L'équation (5) ou (6) peut s'écrire comme il suit

(8) cost=l(^d^^y

et, si l'on pose, pour abréger,

(9) = ^-^

elle deviendra

(lo) cos/ =: cos(a\'^— l).

Présentée sous cette dernière forme, et résolue par rapport à /, elle

fournira une infinité de racines imaginaires déterminées par la for-

mule

(il) / = 2rtTr ± (X\^— I,

dans laquelle n désigne une quantité entière quelconque positive ou

OF.uvres de C. — S. I, t. IX. ^^
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négative ; et parmi ces racines, celles qui offriront le plus petit module

seront les deux suivantes :

(12) t=^Ot.\J— I, ^ = — IX\J— I,

Or les facteurs linéaires correspondants à ces deux racines, dans la

fonction f(ï), seront

et le produit de ces deux facteurs sera

Ajoutons que celles des racines de l'équation (5) qui offriront le plus

petit module au-dessus de a seront

^ = 2 71 it a y— I , < = — 2 7: ±: a y — r

,

et que leur module commun

sera séparé par une distance notable du module a. Donc, en vertu de

ce qui a été dit dans le § 1, pour obtenir un développement très con-

vergent de l'intégrale cherchée, il suffira de décomposer la fonc-

tion f(i) en deux facteurs 9(^), X,(0' dont le premier soit déterminé

par la formule

puis de développer le second facteur y^{t) en une série ordonnée sui-

vant les puissances entières de /. On y parviendra sans peine, en

observant que le trinôme

I — 2 008^4- Q^

est proportionnel au produit de tous les facteurs de la forme

2«7l Zt (X\J-

et qu'en conséquence f(/) sera le produit de tous les facteurs de la

forme

( ^=r,
\ 2«7iitav — 1/
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multiplié par le facteur constant (i ~ 0)" ". Il en résulte que, si l'on

fait, pour abréger,

( ï 3 ) .

c,„= y T-^T,a '* y-im: -f- ay — v

en supposant la somme qu'indique le signe L étendue aux seules

valeurs entières positives et négatives de n, et en excluant la valeur

n =zo, on aura

et, par conséquent,

X(0 = «'^(i-^)-'4i + *^'(c2-|c4f2-f-...)-f- — (c,-...y^-+-..l•

En ordonnant ce dernier développement dey (/) suivant les puissances

entières et ascendantes de t, on obtiendra une équation de la forme

et le module de la série comprise dans le second membre de cette

équation sera précisément égal au module de celle que produit le

développement de l'expression

2 TT ± a y'— I

c'est-à-dire qu'il se réduira au rapport

t

Ajoutons que ce rapport sera nécessairement inférieur à ^, si, comme
on l'a supposé, la valeur de t reste comprise entre les limites — ir,

H-ir. Donc alors le développement de y(z) offrira une convergence

rapide, et l'on pourra en dire autant, à plus forte raison, du dévelop-

pement correspondant de l'intégrale fï{t)dt, qui se déterminera par

la formule

(.5) fun<ii^-/.-.f~^-^,-^i;f
t^dt

J (^--^«-)-'
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Observons, d'ailleurs, que chacune des intégrales comprises dans le

second membre de cette formule pourra s'obtenir sous forme finie,

si s est un nombre entier quelconque ou un nombre fractionnaire dont

le dénominateur soit égal à 2.

Examinons en particulier le cas où l'on prend ^ = ^. Alors, en effec-

tuant l'intégration à partir de l'origine t == o, on trouvera

(,6) , *_=il±V^h
Donc, en posant, pour abréger,

(X

on aura simplement
dt

D'ailleurs, on tirera de ces formules

a / I \ dt dz
~ 2 V -/'

v^'f 2^ yi ~ z

et, par suite.

Or, des équations (16) et (17), jointes à la formule (i5), on déduira

immédiatement la valeur de l'intégrale

fmdc^f^ dt

2 9cos^ + 9*

exprimée par une série ordonnée suivant les puissances entières et

paires de z, à laquelle s'ajoutera un terme proportionnel àl(s). Au

reste, on peut obtenir encore la même série, à l'aide des considéra-

tions suivantes.

La formule

(18)
'

f{t)^-—^=
'- ^ ^(ALL,
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donne
1

(19) x(0 I— 2 9cosi + B'^

Or, concevons que la valeur précédente de %{t) soit développée sui-

vant les puissances entières de la variable z, liée à la variable t par

l'équation

(.0) t=-

et posons, en conséquence,

(21) 5^(f)^/i^+/tY-2_^i-j ^hJz*-\-~\-\-....

Des formules (18) et (21), jointes à l'équation

dt dz

on tirera

fï{t)dt.^J\^i,-^h,[z^+^}j+h,[z^+^^+..^'^,

et par conséquent on trouvera, en effectuant les intégrations à partir

des origines correspondantes / — o, s — i,

Concevons maintenant que l'on considère les deux intégrales

,5, rdt rtdt
(.3) j-' J~'
en supposant la valeur de x. déterminée par la formule

(24) t = (i — 29cosXi + 62)S

et les deux intégrales prises à partir de l'originp t ~ o. On recon-

naîtra immédiatement que la détermination de ces intégrales peut

toujours être ramenée au cas où la valeur de / est renfermée entre les

limites

-X' +r
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Adoptons cette hypothèse, et concevons encore que l'on attribue au

module 6 une valeur peu différente de l'unité. Alors, en posant, comme

ci-dessus,

et, de plus,

on prouvera que, pour obtenir des développements très convergents

des intégrales proposées, il convient de prendre

et de développer le seul facteur

(2D) X(0 =
\ — ib cos/. ^ H- 6^

OU le produit tj^^t), suivant les puissances ascendantes de la va-

riable s, liée à la variable / par l'équation

de laquelle on tire

"kdt dz

V/'X*<='-+-a^

En opérant ainsi, et supposant toujours le développement de /(^)

représenté par le second membre de la formule (21), on trouvera

et

t dt _ h(,— /il /_ _ i\ h^— 7*2

"3X~(.8) j_- = -._^._.+ -j

ou, ce qui revient au même,

^' i^ A 6 A

On établirait avec la même facilité les formules qui serviraient à dé-
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velopper, en séries très convergentes, les valeurs des intégrales

(3o) f^dt et fticit.

Observons d'ailleurs que, si l'on pose, pour plus de commodité,

on aura, non seulement

mais encore

Dio: --'kx J— I
, D/v r=. \J

— I

2 V

et, par suite,

(3i) D,(d7"t)^ -^llZll[n{\ + B^)x" — {n -^ l)Bx^+' — {n — \)9x''-'^.

Or, de cette dernière formule, jointe aux équations

(32) Dt{tx^H).=zx'^^-^tD,{x^x), ^^ (i-9x)(i-9x-n
^

on conclura immédiatement que la détermination des intégrales de la

forme

(33) f^, f'^dt,

et même de la forme

(34) fx'Hdt, J'tx^tdt,

peut être ramenée à la détermination des seules intégrales

rdt r xdt

(35)
tx dt

Il y a plus : si l'on nomme \l un coefficient distinct de X, on pourra

développer l'exponentielle e^^^ suivant les puissances ascendantes
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de œ = e^^v'*
^ à l'aide de la formule

(36) ei^'v/=î:= isin^I(-i)"
71 lu

qui subsiste pour toutes les valeurs de t comprises entre les limites

t = — ^, t = j, \9i somme qu'indique le signe S s'étendant à toutes

les valeurs entières, positives, nulle et négatives de n; et la for-

mule (36) continuera de subsister si l'on y remplace l'exponentielle

par une exponentielle de la forme

n' désignant un nombre entier quelconque. Il en résulte que, si l'on

pose

on pourra développer les puissances entières de y en séries ordon-

nées suivant les puissances entières de oo. Donc, par suite, on pourra

réduire encore la détermination des intégrales de la forme

(87) rr"— ' /O'"-^' (y^^dt, iy'^tidt

à la détermination des transcendantes déjà indiquées, c'est-à-dire des

intégrales (35).

Concevons à présent que l'on prenne pour r, dans les intégrales (3o),

(33), (34), etc., non plus la fonction de / que détermine la for-

mule (24), mais la distance mutuelle de deux planètes, et que le

temps soit désigné par la variable t. Alors, en raisonnant comme on

vient de le faire, on pourra encore développer facilement en séries

convergentes les intégrales (33), (34) et les intégrales du même

genre qui serviront à exprimer les variations des éléments ellip-

tiques. Seulement, lorsqu'on voudra évaluer les intégrales (35), le
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facteur que nous avons désigné par 9(0» 6t qui devra rester inalté-

rable dans chaque intégrale, ne sera plus le facteur

mais un facteur de la forme

les binômes a + ^\J— i , a — €\/~ i désignant deux racines imagi-

naires et conjuguées de l'équation

(38) t^z=o,

résolue par rapport à t, savoir celles d'entre ces racines imaginaires

qui offriront le plus petit module.

J'ajouterai qu'on pourra développer facilement les variations dos

éléments elliptiques en séries rapidement convergentes, si l'on attri-

bue au. facteur invariable ç(/), non plus la forme que nous venons

d'indiquer, mais une forme semblable à celle que prend le rapport -?

quand les deux astres se meuvent dans des orbites circulaires. Alors

on réduira aisément la détermination des inégalités produites dans le

mouvement d'une planète m par l'action d'une autre planète m' à la

détermination de quelques transcendantes, dont les valeurs pourront

être fournies par certaines Tables à simple entrée, construites une fois

pour toutes. Parmi les diverses méthodes qui produisent cet effet, on

doit remarquer celle qui consiste à considérer le rapport - comme

une fonction de deux exponentielles trigonométriques variables dont

la première a pour argument l'anomalie moyenne de la planète m',

tandis que la seconde a pour argument la différence entre les anoma-

lies moyennes des deux planètes, puis à développer lo rapport - en

une série simple ordonnée suivant les puissances entières do la pre-

mière exponentielle. A ce développement de - correspondent des

séries d'intégrales qui représentent les variations des éléments ellip-

OEiivres de C. — S. I, t. IX, 1^
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tiques. D'ailleurs, pour réduire ces intégrales à un très petit nombre

de transcendantes, il suffit de recourir aux formules que nous venons

d'établir, et spécialement à la formule (36).

Au reste, je me propose de consacrer un nouvel article au dévelop-

pement spécial de celles d'entre ces formules qui ont pour objet la

détermination des mouvements planétaires (').

289.

Astronomie. — Note sur l'application des nouvelles formules

à rAstronomie.

C. R., T. XX, p. 996 (7 avril 1845),

J'ai lu, dans la dernière séance, un Mémoire sur la détermination

approximative des fonctions représentées par des intégrales. A la

suite de cette lecture, notre honorable confrère, M. Liouville, a pré-

senté à l'Académie quelques observations. J'ai souscrit le premier à

celle qui avait pour objet la mention du sujet de prix mis au concours

en 1840. Quant au Mémoire lui-même et aux calculs qu'il renferme,

je les avais crus d'abord, je.l'avoue, attaqués par M. Liouville. Notre

confrère a déclaré qu'il n'en était rien, et qu'il ne voulait point criti-

quer une méthode qu'il ne connaissait pas. J'ai été heureux d'en-

tendre sa déclaration. Elle aurait dû être, je crois, plus que suffisante

pour modérer l'ardeur belliqueuse d'un écrivain qui assistait, comme

étranger, à cette discussion, et pour lui enlever tout prétexte de

publier à cette occasion, contre l'Académie et contre ses membres,

(1) M. Liouville présente verbalement quelques remarques sur la Communication que
vient de faire M. Cauchy, et aussi sur le Rapport que le savant académicien a lu dans la

séance du 17 mars, à laquelle M. Liouville n'assistait pas. Les observations de M. Liou-

ville ne portent, du reste, que sur quelques-unes des assertions contenues dans ce Rap-
port et non sur les conclusions mômes auxquelles il adhère volontiers.
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un long réquisitoire, tout en déclarant que la question était du

nombre de celles qui n'ont pas un rapport direct avec les objets de

ses études. C'en serait bientôt fait de la science, si les savants et

l'Académie devaient prendre pour unique règle de leur conduite les

prescriptions de quelques auteurs chargés, dans certaines feuilles,

de la rédaction des articles académiques; s'il fallait renoncer, quand

ils l'exigent, non seulement à la carrière de l'enseignement et aux

dignités scientifiques, mais encore à la culture même des sciences et

à la publication des découvertes qu'on aurait pu faire. Les savants

seraient bien à plaindre si, après s'être exténués de veilles et de

fatigues pour contribuer au perfectionnement de l'Analyse et de la

Géométrie, ils n'avaient, pour exciter et ranimer leur zèle, d'autre

motif que les singuliers encouragements qui leur sont donnés, de

temps à autre, par les feuilles dont je parle. Les mêmes écrivains,

qui ne pardonneraient pas à un académicien d'oublier la date d'un

Rapport ou d'un Programme, ont parfois, il faut l'avouer, des distrac-

tions bien étranges. Que, pendant plusieurs années consécutives, un

membre de l'Académie expose une théorie nouvelle, qu'il en démontre

les avantages, que cette théorie n'ait pas seulement pour objet le per-

fectionnement du Calcul intégral, qu'elle passe de la spéculation à la

pratique, qu'elle se traduise en résultats positifs, en nombres et en

chiffres, qu'elle offre un moyen prompt et facile de construire les

Tables astronomiques, et réduise à quelques heures des calculs qui

exigeaient des astronomes plusieurs mois ou plusieurs années de tra-

vail : ils se garderont bien d'en parler. Mais qu'un débat s'élève dans

le sein de l'Académie, que, sur une question difficile, deux académi-

ciens semblent ne pas être entièrement d'accord entre eux : des audi-

teurs s'empresseront de faire part au public d'une discussion qu'ils

déclarent eux-mêmes n'avoir pas comprise, et s'exposeront ainsi à

prêter aux paroles prononcées un sens contraire à celui qu'elles

avaient en réalité. On dirait quelquefois qu'ils ne sont admis à nos

séances que pour y entendre ce qu'on ne dit pas, et ne pas entendre

ce qu'on y dit. Mais je m'arrête. J'aime à croire que l'auteur de l'ar-
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ticle dont il s'agit, en relisant son œuvre, reconnaîtra lui-même qu'il

est tombé, sur plusieurs points, dans des erreurs graves, et s'empres-

sera de les rectifier. D'ailleurs, les moments de l'Académie sont trop

précieux pour que je veuille plus longtemps m'occuper de cet inci-

dent. S'il n'eût intéressé que moi, j'aurais pu garder le silence. La

bienveillance toute spéciale avec laquelle mes derniers Mémoires

et les méthodes nouvelles qu'ils renferment ont été généralement

accueillis par les géomètres, m'autorise dans la conviction où je suis

que les avantages de ces méthodes seront reconnus par ceux-là mêmes

qui, n'ayant point assisté à plusieurs de nos précédentes séances,

n'ont pu suivre les développements que j'ai donnés; et l'assentiment

de mes honorables confrères du Bureau des Longitudes, exprimé à

moi-même en termes qui m'ont vivement touché, me dédommage

amplement d'attaques qui sembleraient inspirées par les préventions

les plus singulières et les moins faciles à comprendre, qui semble-

raient avoir pour but de troubler la bonne harmonie qui règne au sein

de cette Académie, en mettant, s'il était possible, les divers membres

en contradiction les uns avec les autres. Mais, en laissant de côté cet

article, je ne puis passer sous silence au moins une des questions

soulevées dans le débat, une question qui intéresse trop directement

le progrès des sciences, pour qu'il ne soit pas convenable d'en dire

ici quelques mots.

L'Académie est instituée, sans aucun doute, pour favoriser le pro-

grès des Sciences physiques et mathématiques, pour contribuer elle-

même à ce progrès. C'est dans ce dessein qu'elle propose, chaque

année, des sujets de prix. Quelquefois les questions mises au con-

cours se trouvent circonscrites dans d'étroites limites. C'est ce qui

est arrivé, par exemple, lorsque l'Académie a donné pour sujet de

recherches aux géomètres le seul des théorèmes de Fermât qui soit

encore à démontrer. Je doute que, dans ce cas-là même, l'Académie

prétende interdire absolument aux savants de tous les pays, aux aca-

démiciens français ou étrangers, la faculté de résoudre la question,

s'ils le peuvent, et de publier leur solution. J'admettrai néanmoins
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très volontiers qu'il peut y avoir convenance à ce que la solution

d'un problème ainsi limité ne soit pas rendue publique avant l'époque

où le concours expire. Mais souvent aussi l'Académie adopte un pro-

gramme énoncé en termes très vagues et très généraux. Ce programme

dit, par exemple : Le prix sera donné au meilleur Ouvrage publié sur

l'Analyse mathématique; ou bien encore, le programme est relatif aux

applications de l'Analyse à l'Astronomie, et il propose aux géomètres

de perfectionner en quelque point essentiel la théorie des perturbations

planétaires. Or est-il permis de s'imaginer qu'en adoptant un tel pro-

gramme l'Académie ait voulu arrêter le développement de la science,

éteindre les lumières, suspendre les travaux du Bureau des Longi-

tudes et de toutes les Sociétés savantes de l'Europe, enfin porter un

arrêt de mort contre l'Astronomie, condamnée à ne profiter d'aucune

découverte, et à suivre, dans la pratique, de vieilles méthodes très

souvent impraticables, jusqu'à l'expiration du concours? Est-il pos-

sible de supposer qu'une pareille idée puisse entrer dans l'esprit de

qui que ce soit? Et pourtant cette idée se trouve exprimée par écrit,

et la feuille où elle est énoncée semble vouloir en prendre occasion

pour incriminer celui auquel on a si souvent, mais inutilement,

reproché d'avoir une conscience trop délicate, d'avoir témoigné par

trop de sacrifices son dévouement à l'infortune, et d'avoir tenu, dans

des temps difficiles, une conduite qu'honorent tous les partis. Quel-

quefois on a recours, en Géométrie, à ce qu'on appelle des démon-

strations ab absurdo. Une démonstration de ce genre, appliquée à la

question présente, ne suffirait-elle pas à montrer le côté faible de la

thèse que je combats, et à convaincre même les personnes qui, par

irréflexion, j'en suis sûr, ont pu adopter cette thèse, sans chercher

d'abord à en prévoir ou approfondir les conséquences? L'Académie

me rendra d'ailleurs cette justice, qu'il n'est pas possible de m'a-

dresser ici le moindre reproche. Elle a vu, dans la dernière séance,

avec quelle franchise, avec quelle loyauté j'ai déclaré que j'attendrais

sa décision avant d'imprimer mon Mémoire. Les paroles prononcées

par M. le Secrétaire perpétuel et l'adhésion unanime de mes ho no-
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râblés confrères n'ont pas laissé subsister le plus léger doute sur le

parti que j'avais à prendre. Ce qu'il y a de plus remarquable dans

cette affaire, c'est que mes nouvelles théories sont le développement

d'une pensée émise il y a plusieurs années, c'est-à-dire au mois

d'août 1841, dans l'un des Mémoires que j'ai publiés sur l'Astro-

nomie, dans celui-là même qui avait particulièrement attiré l'atten-

tion des astronomes, et auquel ils ont paru attacher plus de prix. Il

serait assez extraordinaire qu'il fût interdit à un géomètre français de

publier les développements des théories qu'il a pu découvrir, et qu'il

lui fût ordonné, sans doute pour la plus grande gloire des sciences et

de la patrie, d'attendre que ses propres pensées soient peut-être mises

en lumière par quelque savant étranger.

290.

AsTRONOMTE. — Mémoire sur les séries nouvelles que l'on obtient, quand

on applique les méthodes exposées dans les précédentes séances au

développement de la fonction perturbatrice et à la détermination des

inégalitéspériodiques des mouvements planétaires.

C. R., T. XX, p. 11G6 (21 avril 1845).

Dans les mouvements planétaires, les inégalités périodiques des

divers ordres sont représentées, comme on le sait, par des intégrales

simples ou multiples relatives au temps. De plus, les fonctions renfer-

mées sous le signe T, dans les intégrales dont il s'agit, se réduisent

aux dérivées de la fonction perturbatrice, différentiée par rapport à

un ou à plusieurs des éléments elliptiques; et, comme les valeurs de

ces intégrales ne peuvent se calculer en termes finis, on a cherché à

en obtenir des valeurs approchées à l'aide de l'intégration par séries.

On a été conduit, de cette manière, à développer la fonction perturba-

trice en une série dont chaque terme pût être facilement intégré par
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rapport au temps. Cette condition se trouve remplie lorsque, en sui-

vant la marche généralement adoptée jusqu'ici par les géomètres, on

suppose chaque terme proportionnel au sinus ou au cosinus d'un angle

représenté par une fonction linéaire des anomalies moyennes des

deux planètes que l'on considère, ou, ce qui revient au même, lors-

qu'on suppose la fonction perturbatrice développée suivant les puis-

sances entières des exponentielles trigonométriques qui ont pour

arguments ces anomalies moyennes. Mais la série ainsi obtenue a

l'inconvénient d'être une série double, ordonnée suivant les puis-

sances entières de deux variables distinctes, et d'être souvent peu

convergente, ce qui oblige quelquefois à calculer, pour obtenir des

approximations suffisantes, un très grand nombre de termes. Les for-

mules et les méthodes que j'ai indiquées dans les précédents Mémoires

permettent de faire disparaître ces difficultés. A la vérité, il semble

au premier abord que, en suivant ces méthodes, on peut perdre

quelque chose sous le rapport de la généralité, et que les formules

trouvées, du moins dans certains cas, s'appliquent seulement à des

portions considérables de l'orbite qu'un astre décrit. Mais on peut

modifier ces formules de manière à en obtenir d'autres qui subsistent

au bout d'un temps quelconque. On peut, d'ailleurs, appliquer ces

formules de diverses manières au développement de la fonction per-

turbatrice. Enfin, on peut les combiner avec de nouveaux théorèmes

auxquels mes recherches m'ont conduit, particulièrement avec deux

propositions qui me paraissent dignes de remarque, et que je vais

énoncer.

Théorème I. — Étant données deux exponentielles trigonométriques

dont les arguments sont proportionnels au temps, et une fonction déve-

loppable suivant les puissances entières de la première exponentielle, on

pourra toujours représenter par une intégrale définie simple relative au

temps la partie non périodique de l'intégrale indéfinie, dans laquelle la

fonction sous le signe j se réduirait au produit de la seconde exponen-

tielle par lafonction donnée.
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Théorème II, — La fonction perturbatrice, ou même une fonction

quelconque des anomalies excentriques de deux planètes, peut toujours

être décomposée en deux parties, dont la première est évidemment la

dérivée exactepar rapport au temps d'une autrefonction dont il estfacile

d'assigner la valeur, tandis que la secondepartie est unefonctionfinie de

l'anomalie moyenne relative à Vune des planètes et d'une nouvelle va-

riable liée aux deux anomalies moyennes par une équation très simple.

Ce dernier théorème réduit l'intégration de la fonction perturba-

trice à l'intégration d'une autre fonction qui peut être développée, à

l'aide de la formule de Lagrange, en une série simple et rapidement

convergente, ordonnée suivant les puissances ascendantes d'une fonc-

tion linéaire des deux excentricités.

J'ajouterai que, à l'aide des principes ci-dessus énoncés, on peut

développer, ou la fonction perturbatrice, ou un facteur de cette fonc-

tion en une série simple ordonnée suivant les puissances ascendantes,

non plus de deux exponentielles trigonométriques, mais d'une seule

exponentielle dont l'argument soit proportionnel au temps. On pour-

rait, d'ailleurs, prendre pour cet argument, ou l'une des anomalies

moyennes, ou, ce qui paraît préférable, un angle équivalent, soit à la

différence des anomalies moyennes, soit à cette différence augmentée

d'une quantité constante.

§ I. — Sur la série qu'on obtient quand on développe deux fonctions d'une

seule variable suivant les puissances ascendantes de Vexponentielle trigo-

nométrique qui a pour argument cette même variable.

Soit f(a)) une fonction de la variable w qui reste finie et continue

pour toutes les valeurs réelles de w comprises entre les limites

0) =— 71, 0) = 71.

En vertu des principes établis dans le second Volume des Exercices de

Mathématiques (^), f(oj) sera généralement développable en série ordon-

(>) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 366 et suiv.
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née suivant les puissances entières de l'exponentielle trigonomé-

trique

et, si l'on pose en conséquence

(i) f(co) = 2Â:„e''"v/^,

la somme qu'indique le signe S s'étendant à toutes les valeurs entières

positives, nulle et négatives de n, on aura

(2) A:«=— Ç e-«"v/=^f(w)^co.

Supposons maintenant que la fonction f(a)) reste finie et continue

pour toutes les valeurs réelles et finies de la variable co; et nommons u,

l'angle variable qui, étant compris entre les limites

— 71, + TT,

vérifie les deux conditions

(3) cosu = cosw, sinu = sinco,

en sorte qu'on ait généralement

(4) W=r2/7r + 'J,

i désignant une quantité entière positive, nulle ou négative. Alors, à

la place des formules (i) et (2), on obtiendra les deux équations

(5) f(a)) = 2A-„e«W=T,

\ r"^ —
(6) kn-— \ e-''W-if(a))rfu,

dont la seconde peut s'écrire comme il suit :

(7)
I r"^

k„= — e-«^vFîf(2i7H-u)rfu.

En partant des formules (5) et (7), on pourra aisément intégrer

une ou plusieurs fois de suite la fonction f((o) par rapport à la

OF.iivrci de C. — S. I, t. IX. 25
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variable la, ou, ce qui revient au même, par rapport à la variable u.

Concevons, pour fixer les idées, que l'on cherche la valeur de l'inté-

grale

(Do désignant une valeur particulière de cd. Gomme on aura

' f( 0) ) <ici) =r 1 f(6û)û?a) — / f(&))<ioi),

Wo *^o «^0

le seul problème à résoudre sera évidemment de trouver la valeur de

l'intégrale

'

f(ûL))C^ûl).

Il y a plus : comme on aura encore

f f(&L))<ia)=/ f {(ù) dùi -i-
I

{{(3i) du

et

'

f((i)) û?co = / f(&i)) c/u,

il est clair que, si l'on pose, pour abréger,

J^2i'iî
x,2t:

I {{(ù)d(ù—l jf(u) + f(27: + u)+... 4-f[2(t — i)7: + u]|rfu,

on aura définitivement

(g) f i{(ù)dai— Q+ff{(^)dv,

et, par suite, eu égard à la formule (5),

f f(a))6/a) = S2 + 2Â:„ 7=~

'

n v— I

Pour montrer une application très simple des formules (5) et (7),
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posons

f(co) = e>^"N/^,

X désignant une quantité constante. Alors la formule (7) donnera

(II) A-^^-.«x,u^/risina-^__^X(a)-u)uv/=lsin (X-/.)7r
(A — n)7r (X — Ai)7t

On aura donc

(la) e>'"s/-i=e>(«-u)v/^ y !ill(AjZJ^e«uv/=^^ (X — rt)7r

§ II. — Sur l'application des formules établies dans le § I, au calcul

des inégalités périodiques des mouvements planétaires.

Soient

^ la distance mutuelle de deux planètes m, m' ;

r, r' les distances de ces planètes au Soleil;

B leur distance apparente, vue du centre du Soleil;

p, p' les longitudes des deux planètes;

C7, ct' les longitudes de leurs périhélies;

XI, II' les distances apparentes de ces périhélies à la ligne d'intersec-

tion des orbites;

1 l'inclinaison mutuelle de ces orbites;

7', T les anomalies moyennes des deux planètes;

^, \' leurs anomalies excentriques;

£, e' les excentricités des deux orbites;

et posons, pour abréger,

2

On aura, non seulement

(i) t^= r2-Hr'*— 2//-'cosô,

mais encore

- , (
cos(5 = cos(/? — cT4-n — o'+Gî' — n')

(2)

( — 2vsin(/? — GT-4-n)sin(/?'— nr' + II').
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On aura, de plus,

(3) r=4> — esin^/,

1

cos'J; —

e

. , ,
(i- £^)^sin4>

(4) cos(/>-n.)=^3:f^^, sm{p-r^)= ,_,^^,^ '

et les formules (3), (4) continueront de subsister, quand on y rem-

placera
p, T, 4^, CT, £

par
p', r, ^', rj5', e'.

D'ailleurs, en supposant £, i' et v assez petits pour qu'on puisse, sans

erreur sensible, les remplacer par zéro dans les formules (2), (3),

(4), . . ., on tirera de ces formules

p-XD=z^=T, p'-m' = ^'=T',

et, par suite,
C0S5=: COSCO,

la valeur de co étant

(5) (o=r-r+n-n'.

On pourra donc prendre alors

et généralement on peut dire que, pour des valeurs peu considérables

de £, £', V, la valeur de co déterminée par la formule (5) représentera

une valeur approchée de S.

Soit maintenant R la fonction perturbatrice relative à la planète m,

ou plutôt la partie de cette fonction qui se rapporte aux deux planètes

m, m', on aura

„ m' m'rco&S
(6) R =-- +—pi-'

et, parmi les variations périodiques des éléments elliptiques de la

planète m, celles qui seront du premier ordre par rapport aux masses

se calculeront aisément si l'on sait intégrer une ou deux fois de suite,

par rapport au temps, la fonction R et ses dérivées partielles prises
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par rapport aux éléments dont il s'agit. Or, une semblable intégration

ne pouvant s'effectuer en termes finis, on est obligé, pour résoudre la

question, de recourir à l'intégration par série, et par conséquent de

développer la fonction R en une série dont chaque terme puisse être

facilement intégré par rapport au temps. Cette condition se trouve

remplie lorsque, en suivant la marche généralement adoptée, on dé-

veloppe R en une série ordonnée suivant les puissances entières des

deux exponentielles _

Mais le développement ainsi obtenu a l'inconvénient d'être une série

double, et la convergence de cette série est quelquefois assez lente

pour obliger les géomètres à conserver, dans le calcul, un grand

nombre de termes. Or il importe d'observer, en premier lieu, qu'on

peut réduire la série double à une série simple en opérant comme il

suit.

Soient [x et \l' les moyens mouvements des planètes m, m\ et

posons-, pour abréger.

On aura

(7) l = l'+i.

De plus, comme les valeurs de r, T seront de la forme

on en conclura

T-T'=(^-p.')t-{ij.z-ix'z').

Donc les parties variables des quantités

T, T', co

seront respectivement
lit, ii't, (^ — ^');,

et, par suite, les exponentielles
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seront proportionnelles aux exponentielles

Cela posé, concevons que, la fonction R étant développée suivant les

puissances entières de x et ce', on nomme

le coefficient du produit

dans le développement dont il s'agit. On aura

ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (7),

par conséquent

8) R=r2A«,„'_„e'''^^e'^'>''wv/=7.

Soit d'ailleurs u celui des angles, renfermés entre les limites — t:, +7:,

qui vérifie les deux conditions

(9) cosu=:cosw, sinu = sin&).

La différence

sera un multiple de 211; et, en nommant / une quantité entière quel-

conque, on tirera de la formule (12) du § I

En conséquence, la formule (8) donnera

OU, ce qui revient au même,

/ \ T. « 1 sinin'V— 1)ti ,.,, ,
,—

• r—
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et, par suite,

(11) R=:2A„e'»yv^,

la valeur de A^ étant

(12) An=Z > ^ — 4 , , „ , pn'K'((j}~\J)<f-ï
\ f "*« ^ (/i'X'— /)Tr

^^«-/.«'-«+'

^

'"
'

Ainsi la fonction perturbatrice R peut être développée en une série

simple ordonnée suivant les puissances ascendantes de l'exponentielle

trigonométrique

et, dans cette série, le coefficient A„ de la n'^""^ puissance de l'expo-

nentielle dont il s'agit est déterminé par la formule (12), en vertu de

laquelle il conservera la même valeur pour toutes les valeurs de co

comprises entre deux termes consécutifs de la progression arithmé-

tique

..., — ^Tz, —27:, o, 27r, 4îr,

La fonction R étant développée, comme on vient de le dire, en une
série ordonnée suivant les puissances entières de

il deviendra facile d'intégrer par rapport à R, ou cette fonction, ou la

dérivée de cette fonction différentiée par rapport à l'un des éléments

elliptiques. Les formules qu'on obtiendra de cette manière seront ana-

logues à l'équation (10) du paragraphe précédent. D'ailleurs, des inté-

grales relatives à w on déduira immédiatement les intégrales relatives

à t, en ayant égard à la formule

ûfco — {[X — ^j.')dt,

de laquelle on tire

dt= ^^

P —

F

Des deux parties qui composent la fonction R, une seule est difficile

à développer, savoir celle qui est réciproquement proportionnelle à la
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distance v. Considérons séparément cette partie, ou, ce qui revient au

même, le rapport -• Si, en opérant comme on vient de le dire, on

développe ce rapport en une série simple ordonnée suivant les puis-

sances entières de l'exponentielle

la série obtenue sera, il est vrai, une série simple, mais elle pourra

n'être pas très rapidement convergente. Pour rendre la convergence

plus rapide, il suffira, conformément au principe établi dans un pré-

cédent Mémoire, de décomposer la fonction - en deux facteurs, dont

le premier, étant d'une forme très simple, diffère peu de -> puis

de laisser ce premier facteur inaltérable, et de développer le second

facteur suivant les puissances entières de l'exponentielle

Si l'on nomme a, a' les demi grands axes des orbites décrites par les

planètes m, m\ une première valeur approchée du rapport - sera l'ex-

pression

à laquelle on pourra réduire le premier facteur de -• On pourra,

d'ailleurs, dans cette hypothèse, intégrer par rapport à t les divers

termes du développement de -> à l'aide de formules analogues aux

équations (26), (27) de la page 182. Ajoutons qu'il sera facile de

modifier ces équations de manière qu'elles deviennent applicables à

toutes les époques du mouvement, et subsistent pour des valeurs quel-

conques de t.

§ III. — Sur une transformation remarquable de la fonction

perturbatrice.

Conservons les notations adoptées dans le précédent paragraphe, et

désignons par F('j;, -y), ou la fonction perturbatrice R, ou même, plus
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généralement, une fonction donnée des anomalies excentriques '|i, -y,

liées aux anomalies moyennes T, T par les deux équations

(i) r— 4> — £ sini];,

(2) 7"r=^'-£'sinJ>'.

Pour des valeurs de £ inférieures à une certaine limite, la fonction

F(^,^')

pourra être développée suivant les puissances ascendantes de £, ou à

l'aide du théorème de Lagrangc relatif au développement des fonc-

tions implicites, ou encore à l'aide de la formule

de laquelle on tirera

(4)
. ^{^,^)-2éC (T^-zr-')

OU, ce qui revient au même,

(5) F(^,f)=:2-^-^^^D^[(i-£C0s7^)siri«rF(7,^')],

la somme qu'indique le signe S s'étendant à toutes les valeurs entières,

nulle et positives de n, et le produit i.i. ..n devant être remplacé par

l'unité, quand n se réduit à zéro. D'autre part, comme les parties

variables de T, T' seront respectivement

si l'on désigne par ^ une fonction quelconque de T, T' ou même de

^y y , on aura généralement

D,e=:|jLDrSH-p'Dr'G

et, par suite,

D, -fxDr+fJl'Dr.

0£MI'^« deC. - S. I, t. IX. 26
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Il en résulte que D, sera généralement facteur de la différence

//«D^-(-fx'Dp)-

D5._(-?^-Dr'

et de la différence

D"r- (-
F-

Donc l'équation (5) pourra être présentée sous la forme

§ désignant une fonction nouvelle dont il sera facile d'assigner immé-

diatement la valeur. Ajoutons que, en vertu de la formule de Taylor,

l'équation (6) pourra être réduite à

(7) F('4/,4;') = D,S + (i-£COsr)F(7','F),

W désignant une variable nouvelle que l'on déduira de y, en attri-

buant à T' un accroissement représenté par le produit

Ainsi, dans l'équation (7), W sera une fonction implicite de T et J',

déterminée par la formule

(8) W-ssinW^T'-^-^sinT.
H-

Si l'on applique le calcul des résidus à la détermination de la fonc-

tion

on trouvera

et, par suite,

D«, {f-£'cosT')l£'smT'- ^-^s\nTYF{T, T')\

(9) F(r,W)r=:y—L V_^ ^^ L— i.
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La formule (7) réduit la détermination de l'intégrale

à la détermination de l'intégrale

On doit remarquer d'ailleurs que les deux expressions

F(4/,^'), 1^(7-,^)

se trouvent représentées, la première par une série double, et la

seconde par une série simple seulement, quand on les réduit l'une

et l'autre à des fonctions explicites de J, 7", en appliquant à la pre-

mière la formule de Lagrange et, à la seconde, la formule (9). Ajou-

tons que, dans le passage de la série double à la série simple, la con-

vergence pourra devenir sensiblement plus rapide si le rapport — est

notablement inférieur à l'unité. C'est ce qui arrivera en particulier

si l'on prend pour m la planète Pallas, et pour m' Jupiter, attendu

qu'alors on aura sensiblement

I u.' Ie=7 et !_£ — —.
4 u li

§ IV. — Sur la détermination des parties non périodiques

de certaines intégrales.

Soit f(a)) une fonction développable suivant les puissances entières

de l'exponentielle

en sorte qu'on ait

(i) f(w)^2^„e''">v'-'^,

le signe S s'étendant à toutes les valeurs entières, positives, nulle et

négatives de /z. Supposons d'ailleurs que l'équation (i) subsiste pour
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une valeur quelconque de w, et prenons

f e^"v/-if(co)rfw,

X étant une quantité constante. On aura, en vertu de la formule (i),

(« + /)v/— I

ou, ce qui revient au même,

(3) S = lfc„ ^

'

--S, .

la valeur de e étant

(4) e =y

Or, il est important d'observer que la constante e, c'est-à-dire la

partie non périodique de s, peut être représentée par une intégrale

définie simple. En effet, si, après avoir multiplié les deux membres

de l'équation (2) par l'exponentielle e-'^'^^ , on intègre ces deux

membres entre les limites

W = — 71, Cl) :=:: 71,

une intégration par parties, appliquée au premier membre de l'équa-

tion dont il s'agit, donnera

Dans d'autres articles, nous développerons les conséquences qui

se déduisent des formules auxquelles nous sommes parvenu dans

celui-ci.
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291.

Astronomie. — Mémoire sur desformules et des théorèmes remarquables,

quipermettent de calculer très facilement les perturbations planétaires

dont l'ordre est très élevé.

C. R,, T. XX, p. i6i5>. (2 juin i845).

Les principes généraux que j'ai posés dans de précédents articles,

et surtout dans le Mémoire du 17 mars de cette année, fournissent,

quand on les applique à l'Astronomie, des résultats qui paraissent

mériter l'attention des géomètres. Ces résultats seront l'objet spécial

du présent Mémoire et de quelques autres que je me propose d'offrir

plus tard à l'Académie. Les formules auxquelles je suis parvenu sont

très simples et, par cela même, très propres au calcul des perturba-

tions planétaires. Pour donner une idée des avantages que peut offrir

leur emploi dans les calculs astronomiques, je vais énoncer ici deux

théorèmes remarquables qui se déduisent immédiatement de ces for-

mules.

Considérons le système de deux planètes m, m', et la fonction per-

turbatrice relative à ce système, ou plutôt la partie R de cette fonction

qui est réciproquement proportionnelle à la distance des deux pla-

nètes. On calculera aisément les perturbations périodiques de la pla-

nète m, si l'on a d'abord développé la fonction R suivant les puis-

sances entières des exponentielles trigonométriques qui ont pour

arguments les anomalies moyennes, ou même les anomalies excen-

triques, le développement qu'on obtient dans le premier cas pouvant

aisément se déduire de celui qu'on obtiendrait dans le second, à l'aide

des transcendantes de M. Bessel. Cherchons, en particulier, le pre-

mier développement, et concevons qu'il s'agisse d'obtenir un terme

correspondant à des perturbations d'un ordre élevé, c'est-à-dire un

terme correspondant à des puissances très élevées des deux exponen-

tielles. Ce terme sera évidemment connu, si l'on en connaît une valeur
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particulière correspondante à des valeurs particulières données des

deux anomalies moyennes. Or on obtiendra sans peine une telle valeur

en opérant comme il suit.

Construisons une surface auxiliaire qui ait pour abscisses rectan-

gulaires les deux anomalies moyennes, et pour ordonnée z le carré

de la distance mutuelle. Supposons d'ailleurs que, après avoir mené

un plan tangent à cette surface par un point donné P, on cherche,

sur le plan tangent, un autre point S qui ait pour abscisses les deux

abscisses du point P augmentées de deux nombres entiers n' et n. Par

la droite PS faisons passer un plan normal à la surface; projeton,s sur

l'axe des :; le rayon de courbure de la section normale ainsi obtenue,

et concevons que la moitié de la projection algébrique de ce rayon de

courbure soit substituée, dans la fonction perturbatrice, au carré de la

distance mutuelle des deux planètes. Enfin, multiplions le résultat

ainsi trouvé par le rapport de la distance des deux points P et S à la

circonférence dont le rayon est l'unité. Le produit auquel on par-

viendra sera une nouvelle fonction des anomalies moyennes, que

nous appellerons la fonction auxiliaire et qui renfermera, outre ces

anomalies, les deux nombres entiers n! , n. Cela posé, on peut énoncer

la proposition suivante :

Théorème I. — Concevons que Von développe la fonction perturbatrice

relative au système de deux planètes m, m\ ou plutôt la partie de cette

fonction qui est réciproquement proportionnelle à leur distance mutuelle,

en une série ordonnée suivant lespuissances entières de deux variables x,

x' représentées par les exponentielles trigonométriques qui ont pour argu-

ments les anomalies moyennes. Cherchons d'ailleurs, dans le développe-

ment ainsi formé, un terme proportionnel à des puissances très élevées,

l'une négative, l'autre positive, de ces deux variables, les exposants des

deux puissances étant, aux signes près, n et n' . Le terme dont il s'agit

deviendra sensiblement égal à la fonction auxiliaire, pour un système

particulier de valeurs imaginaires de deux variables x, x' , savoir, pour

des valeurs imaginaires qui, en réduisant à zéro la distance mutuelle de
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deux planètes, réduiront le module du rapport qu'on obtient en divisant

l'unitépar le produit des deux puissances à an module principal.

Il est bon d'observer que l'expression analytique de la fonction

auxiliaire peut être présentée sous une forme très simple. En effet,

pour obtenir cette fonction auxiliaire, il suffit de diviser par la cir-

conférence dont le rayon est l'unité le résultat qu'on obtient lorsque

dans la fonction perturbatrice on substitue au carré de la distance

mutuelle des deux planètes la moitié de la différentielle seconde de

ce même carré, différentié deux fois de suite par rapport aux ano-

malies moyennes, après avoir remplacé, dans cette différentielle

seconde, les différentielles des anomalies moyennes des planètes m
et m' par les nombres entiers n' et n.

Ajoutons que l'on peut, sans inconvénient, remplacer tout à la fois

dans la construction de la surface auxiliaire, dans la fonction auxi-

liaire et dans le théorème énoncé, les anomalies moyennes des deux

planètes par leurs anomalies excentriques.

Gomme l'ont remarqué les géomètres, les termes qu'il importe sur-

tout de calculer, parce qu'ils peuvent fournir des perturbations sen-

sibles, sont ceux qui répondent au cas où les nombres entiers n, n'

sont à très peu près en raison inverse des moyens mouvements des

deux planètes. En supposant cette condition remplie, on obtient,

outre le premier théorème, un second théorème qui paraît digne de

remarque, et dont voici l'énoncé :

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 1,

cherchons, dans le développement de la fonction perturbatrice, un terme

dans lequel les exposants n, n' soient à très peu près en raison inverse des

moyens mouvements [jl, u,' des deux planètes. Alors, pour obtenir lafonc-

tion auxiliaire, il suffira de multiplier le rapport de tx à n' par le rapport

du rayon à la circonférence, et par la valeur que prend la fonction per-

turbatrice quand on y remplace le carré de la distance des deux planètes

par la moitié de la dérivée seconde de ce carré différentié deux fois de

suite- par rapport au temps.
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On peut observer que, dans ce dernier cas, les équations simul-

tanées desquelles on doit tirer les valeurs imaginaires des anomalies

moyennes se réduisent, à très peu près, aux deux équations qu'on

obtient quand on égale à zéro la distance mutuelle des deux planètes

et la dérivée première de cette distance différentiée par rapport au

temps.

Les propositions que je viens d'énoncer réduisent, comme on le

voit, le calcul des perturbations d'un ordre élevé à la résolution

d'équations simultanées qui doivent être vérifiées par des valeurs

imaginaires des variables. Il importait donc d'obtenir un moyen

facile de calculer les racines imaginaires de plusieurs équations

simultanées. J'ai été assez heureux pour trouver une méthode géné-

rale et rigoureuse qui permet d'évaluer immédiatement ces racines,

en réduisant leur recherche à la résolution d'équations simultanées

du premier degré. Cette méthode sera indiquée succinctement dans

le dernier paragraphe du présent Mémoire.

Analyse.

I I. _ Sur le développement de la fonction perturbatrice.

Soient, au bout du temps t,

X la distance de deux planètes m^ m'\

T, T' leurs anomalies moyennes;

(]>, -y leurs anomalies excentriques.

La fonction perturbatrice relative à la planète m offrira un terme

proportionnel k -• On pourra d'ailleurs développer ce terme suivant

les puissances entières des exponentielles

OU bien encore suivant les puissances entières des exponentielles
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et, si l'on nomme

le coefficient de

dans le développement de - on aura, d'une part,

t

d'autre part,

(2) ^=22cil.,-,„e""'+'-""'î"^'=^,

les sommes qu'indiquent les signes 2 s'étendant à toutes les valeurs

entières positives, nulle et négatives de n et de n'.

Ajoutons que, sans altérer les formules (i) et (2), on pourra évi-

demment y changer le signe de n ou de n' . On pourra donc aux équa-

tions (i) et (2) substituer les suivantes

(3) ^=22Av,-„e"'"^'-''^'v^=^,

(4) -=llXn' -ne"'^''"^'^',

les sommes qu'indiquent les signes S s'étendant toujours à toutes les

valeurs entières positives, nulle et négatives de n et de n'

.

Faisons maintenant, pour abréger,

et
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Supposons d'ailleurs que, n, n' étant positifs, on attribue à x, x' des

valeurs imaginaires qui, en réduisant la distance t à zéro, et par suite

x' à une fonction de x, réduisent le module du rapport

--, — x"x'-"''
x-'^x'"-

à un module principal minimum. Les valeurs imaginaires correspon-

dantes des anomalies moyennes T, T' vérifieront les deux équations

simultanées

(7) A — o, /i'Drc'a4-nDr<îft.=:o;

et, en attribuant à T, T' ces mêmes valeurs, puis à n et n' des valeurs

positives très considérables, on déduira aisément des principes établis

dans la séance du 17 mars dernier une valeur très approchée du terme

qui, dans le développement de -, est proportionnel à l'exponentielle

ou, ce qui revient au même, au produit

On trouvera ainsi

(8) A. ^^„,,„.v,_„n,/rT^ i + a/'/^'^Dr-^+2/m-DrDr^ + /^^Df-.^y^

a étant infiniment petit pour des valeurs infiniment grandes de n et

de n'.

Si, au contraire, on assigne à ^, 'Y des valeurs imaginaires qui, en

réduisant v à zéro, réduisent le module de l'exponentielle

considérée comme fonction des variables e^^ , é^^\ à un module

principal minimum, ces valeurs imaginaires vérifieront les équations

simultanées

(9) <iR-r=o, /i'D^^ + /iD^'cifl = o;
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ot, en attribuant à ^, ^' ces mêmes valeurs, puis kneilun' des valeurs

positives très considérables, on trouvera

_i

(lO) tU,,' „e — 1 . I
,

27r \ 2 y

a étant infiniment petit pour des valeurs infiniment grandes de n et

de n'.

Il est bon d'observer que, si l'on nomme £, £' les excentricités des

orbites décrites par les planètes m, m', on aura

7^— (I; — esirn];, r'= J/'— s' sin-V

et, par suite.

Lorsque, n, n' étant de grands nombres, les excentricités £, s' sont

assez petites pour que les produits

n'aient pas des valeurs considérables, on peut en dire autant des deux

exponentielles
n £ sin ']/ ^—

1

— II' S.' s\n<h'\/—i

qui offrent des arguments proportionnels à ces produits; et alors une

valeur très approchée de A„',_„ peut se déduire de la formule (lo)

jointe à la suivante

V'; ^n .-n^ '" — =/io„-^_„e ^ ^ (i — ecosu;)(i — £ cosi]> ).

Les valeurs de A,,;_„, auxquelles correspondent des perturbations

sensibles des planètes m et m', sont principalement celles qu'on

obtient dans le cas où le rapport des nombres entiers n, n' est à

très peu près égal, non pas au rapport direct des moyens mouve-
ments [X et [x' des deux planètes, mais au rapport inverse, en sorte

qu'on ait sensiblement

(12) -rrzii.
n ^'
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Or, comme on a rigoureusement

(i3) fjLDr'^4-i^'Dr^ = D,<a

et

(i4) ixBl-si + ^ixix'DtDt^ -f- ix'^B^r^ = ^f^,

il est clair que, dans le cas dont il s'agit, on pourra remplacer la for-

mule (8) par la suivante

_±

(i5) A„.._„e<"'^'-«^)v^=l±^iiflD?.R^ ',

27: n' \2 )

a étant toujours infiniment petit pour des valeurs infiniment grandes

de n et de n'

.

Ajoutons que, dans le même cas, les valeurs imaginaires de r, T\

tirées des équations (7), seront très voisines des valeurs J, T' déter-

minées par les formules

(16) SK. — 0, D<<R = o.

Néanmoins, on ne pourra pas toujours les substituer les unes aux

autres, quand il s'agira d'évaluer les produits

n T, n' T

et de fixer par suite la valeur de l'exponentielle

En effet, pour obtenir une valeur très approchée du produit nT par

exemple, il est nécessaire de conserver, dans T, les quantités de

l'ordre du rapport -•

Il est aisé de s'assurer que le premier membre de chacune des

équations (7), (9) se réduit à une fonction algébrique et rationnelle

des deux exponentielles

Par suite, la résolution des deux équations (7) ou des deux équa-
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lions (9) peut être réduite à la résolution d'une seule équation dont

le premier membre soit une fonction entière d'une seule de ces expo-

nentielles.

Remarquons encore que la résolution des équations (7) fournira

généralement, non pas un seul système, mais plusieurs systèmes de

valeurs imaginaires des exponentielles

D'ailleurs ces systèmes seront conjugués deux à deux, de telle sorte

que, dans le passage de l'un de ces systèmes au système conjugué,

chacune des expressions imaginaires x, x' conserve le même argu-

ment, en prenant un module inverse; et, pour éviter des calculs inu-

tiles, il conviendra de se borner à rechercher celui de ces systèmes

qui, étant substitué dans la formule (8), fournira la valeur appro-

chée de A„',_„. Or, en vertu des principes exposés dans la séance

du 17 mars, la fonction Si. devra évidemment rester continue, tandis

que les modules des expressions imaginaires

primitivement égaux à l'unité, varieront et se rapprocheront indéfi-

niment des modules des valeurs de x, x\ déterminées par les équa-

tions (7). Il en résulte que, parmi les différentes valeurs de x, x'

propres à vérifier ces équations, on devra chercher seulement celles

qui offriront les modules les plus voisins de l'unité. Deux systèmes

conjugués de valeurs de x, x' satisfont à cette dernière condition; et

un seul de ces deux systèmes, savoir, celui que fournira pour le pro-

duit

un module inférieur à l'unité, offrira les valeurs de x et de x', ou

plutôt de T et de 7", qui devront être substituées dans la formule (8).

Observons d'ailleurs : i** que le module de x ou de x' se rappro-

chera de l'unité, lorsque dans T ou dans T' le coefficient de y — i se
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rapprochera de zéro; 2^ que le module du produit

sera inférieur à l'unité, lorsque dans la différence

nT—n'T'

le coefficient de y — i sera positif.

§ II. — Sur la résolution des équations simultanées.

L'emploi des formules générales que nous avons établies dans le

paragraphe précédent exige la résolution d'équations simultanées, par

exemple la détermination des valeurs imaginaires de T, T' propres à

vérifier les équations (7). D'ailleurs, en vertu des remarques faites à

la fin de ce paragraphe, on devra résoudre ces équations de manière

que les modules des exponentielles

x:=e'^^'-^, x'-=:e''"f-^

se rapprochent le plus possible de l'unité, et que le produit x^x'-"'

offre un module inférieur à l'unité. Enfin, en négligeant dans un pre-

mier calcul certaines quantités, par exemple les excentricités des deux

orbites, ou l'une des excentricités et l'inclinaison, lorsque ces quan-

tités sont très petites, on peut obtenir facilement des valeurs appro-

chées des variables x, x' assujetties à vérifier les équations (7). On

pourra ensuite achever la détermination des racines cherchées à l'aide

d'une méthode générale qui fournit la résolution d'un système quel-

conque d'équations algébriques ou transcendantes, et que je vais indi-

quer en peu de mots.

Soient
U, V, w, ...

n fonctions de n variables

a;, y, z, ...,

et supposons que ces fonctions restent continues, du moins pour des
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modules de x,y, z, ... compris entre certaines limites. Soient encore

U, V, w, ...

les valeurs particulières de u, i^, w, ... correspondantes à certaines

valeurs réelles ou imaginaires

X, y, z, ...

des variables x,y, z, . .
. , les modules de x, y, z, . . . étant renfermés

entre les limites dont il s'agit, et nommons

Au, Av, Aw, . .

.

les accroissements de u, v, w, ... correspondants à certains accrois-

sements
Ax, Ay, Az, ...

de X, y, z, .... Enfin, désignons par

Ui, Vi, w,, ...,

U2, V2, W2, ...,

Us, V3, W3, ...,

par

puis par

etc., des fonctions entières de Ax, Ay, Az, ... qui soient respective-

ment du premier, du second, du troisième degré, et qui représentent

les termes des divers ordres dans les développements de Au, Av, Aw, . .

.

fournis par la série de Taylor, en sorte qu'on ait, par exemple,

i u 1= Dx u Ax + Dy u Ay -I- . . .

,

(0 \ V, = D^v Ax H- Dy V Ay -}-. .
.

,

Alors, pour de très petits modules des accroissements Ax, Ay, Az, . . .

,

on aura rigoureusement

/ Au = U,4-U2+U3+ ...,

( ^ ) '1 Av = Vi + V2 + V3 H- . . •

,
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et, à très peu près,

(3) Au=Ui, Av = Vi, ....

Cela posé, concevons qu'il s'agisse de trouver des valeurs de w, y,

z, ... propres à résoudre les équations simultanées

(4) a z= O, (' = o, w =r o, ....

S'il existe de telles valeurs qui différent peu de x, y, z, . .
. , on devra

les obtenir en attribuant à x, y, z, ... certains accroissements Ax, Ay,

Az, . .
. , choisis de manière à vérifier rigoureusement les équations

( 5 ) u -f- Au = o, V + Av = o, w + Aw = o, . .
.

,

et, approximativement, eu égard aux formules (3), les équations

(6) UH-Ui=0, V + Vi=:0, \V-hWi=0, ....

Ces dernières équations seront du premier degré par rapport aux

accroissements
Ax, Ay, Az, ....

Nommons
l, -ri, K, .-

les valeurs qu'elles fournissent pour ces mêmes accroissements. Si,

en posant

(7) X — X + l, y = j-\-f], ^=:Z-hÇ, ...,

on obtient pour
u + Au, V + Av, w + Aw,

des expressions dont les modules soient inférieurs à ceux de u, v,

w, ... ; alors, en passant des valeurs de a?, j, s, ... , représentées

par X, y, z, . . . , aux nouvelles valeurs représentées par x -+- ?, y H- y]»

z-\-t, . .
. , on aura fait un pas vers la résolution des équations (4).

Dans le cas contraire, on devra aux valeurs

X + ^, y + r), z + Ç, . .

.



EXTRAIT N" 291. 217

substituer des valeurs de la forme

xH-9x, y-+-Oy, z + 6z, ...,

désignant un nombre inférieur à l'unité, et réduire successivement

le facteur aux divers termes de la progression géométrique

2 ' 4 ' 8 ' • • • '

jusqu'à ce que, aux valeurs de ce, y, z, . .
. , représentées par

X + 0C, y + ^Y), z + ôç, ...,

correspondent des modules de

u+Au, V + Av, w -f- Aw, ...,

respectivement inférieurs aux modules de

u, V, w,

Or, c'est ce qui finira nécessairement par arriver; car, puisque, en

posant
Ax=:^, Ay — Y5, Az=rÇ, ...,

on aura, en vertu des formules (6),

(8) Ui = — u, Vi=:— V, W-,=— W,

et, par suite,

(
^DxU -h Y)l)y u +. .

.—-— u,

( ^ D^ V + rî Dj V + . . . = — V,

il est clair que, en posant

(lo) ^\ = Bl, Ay = Or], Az — ÔC, ...,

on tirera des formules (i)

(n) Ui — — 0U, \\=:—d\, ....

Or, en vertu de ces dernières équations, jointes aux formules (5), on

aura

iu

+ Au =
(

I — ô ) u + U2 -1- Uj -f . . .

,

V 4- Av n: (l — 0)V -}- V2 4- V3-+-. . .,

>

OEui-res de C. ~ S.], \.\\. a8
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et, comme, eu égard aux équations (lo),

U2, V,, W2, . .

.

seront proportionnels à ô^,

U3, V3, \V;„ ...

proportionnels à 0% etc., on conclura des formules (12) que, pour de

très petites valeurs positives de G, le module de u 4- Au deviendra infé-

rieur à celui de u, le module de v -t-Av inférieur à celui de v,

En résumé, quelles que soient les valeurs de œ, y, z, . .
. , repré-

sentées par X, y, z, . .
. , on pourra modifier ces valeurs par une pre-

mière opération, de manière à faire décroître le module du premier

membre de chacune des équations (4). Une seconde opération, sem-

blable à la première, fera décroître encore les mêmes modules; et, ce

décroissement n'ayant pas de terme, du moins tant que les fonctions

proposées ne cessent pas d'être continues, on finira par résoudre ainsi

les équations (4).

' Lorsque les équations proposées se réduisent à une seule, les équa-

tions (6) ou (9) se réduisent à la seule formule

(i3) ID^H=— u,

de laquelle on tire

Cette dernière équation n'est autre que la formule donnée par Newton

comme propre à fournir des valeurs approchées successives d'une

racine réelle d'une équation donnée. Alors aussi la méthode que nous

avons exposée s'éloigne peu de celle que Legendre a donnée pour la

résolution approximative d'une seule équation, dans la dernière édi-

tion de la Théorie des nombres. Seulement, afin d'obtenir une règle

positive de calcul, il nous a paru nécessaire de fixer avec précision

les valeurs qu'il convenait d'attribuer successivement au nombre 0.

L'indication de ces valeurs, omise par Legendre, vient en aide au cal-



EXTRAIT N° 291. 219

culateur embarrassé de savoir comment il devait opérer pour passer,

sans beaucoup de peine, d'une première à une seconde valeur appro-

chée de la racine x.

La marche indiquée ne pourrait plus être suivie si, parmi les

valeurs de
Ui, Vi, Wi, ...,

déterminées par les équations (i), une ou plusieurs devenaient iden-

tiquement nulles, indépendamment des valeurs attribuées à

Ax, Ay, ....

Alors, toutefois, on pourrait encore modifier la méthode de manière

à obtenir la résolution des équations (4). Supposons, pour fixer les

idées, que, le nombre des variables x, y, ... étant réduit à deux, une

ou plusieurs des expressions

U„ U2, ...,

et même une ou plusieurs des expressions

deviennent identiquement nulles, u^ étant, dans la suite u,, u^, ...,

et v,„ dans la suite v, , Vo, . . . , les premiers termes qui ne se réduisent

pas identiquement à zéro. Alors, pour déterminer les valeurs de ^x,

Aj ci-dessus représentées par ^ et y], on devra recourir, non plus aux

équations
U-+-U,=:0, V + Vi=:0,

mais aux deux suivantes

(i5) u + U/— o, v + v,„ = o.

Or la recherche des valeurs de Ao?, Aj propres à vérifier simultané-

ment les formules (i5) pourra être réduite à la recherche des valeurs

Av
de ^ qui vérifieront la seule équation
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ou même la seule équation

m l

d étant le plus grand commun diviseur des nombres entiers /, m. Donc

la résolution des deux équations simultanées

« =:r O, (' = O

dépendra, dans le cas d'exception indiqué, de la résolution de la seule

équation (i6). On pourra d'ailleurs appliquer à cette dernière équa-

tion la méthode relative au cas où l'on considère une seule variable.

Ajoutons que l'équation (i6) pourra être résolue directement en

termes finis, si le plus petit des nombres entiers, divisibles par / et

par m, ne surpasse pas le nombre 4-

292.

Rapport sur la singulière aptitude d'un enfant de six ans et demi

pour le calcul.

C. R., T. XX, p. 1629 (2 juin i845).

L'Académie nous a chargés de constater le singulier phénomène

que présente un enfant de six ans et demi, le jeune Prolongeau. L'ap-

titude de cet enfant pour le calcul est véritablement extraordinaire.

Ainsi que nous en avons acquis la certitude, en lui adressant un grand

nombre de questions, il résout de tête, avec beaucoup de facilité, les

problèmes qui se rattachent aux opérations ordinaires de l'Arithmé-

tique et à la résolution des équations du premier degré.

Les Commissaires, après avoir longtemps examiné le jeune Prolon-

geau, restent persuadés qu'il convient de cultiver avec discernement

ses heureuses facultés, et que ceux qui seront chargés de diriger son
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instruction doivent éviter, pendant plusieurs années encore, de l'ap-

pliquer trop fortement à l'étude des sciences mathématiques. Ils

croient qu'on fera sagement de ne pas vouloir cueillir trop tôt des

fruits qui, selon toute apparence, réaliseront les espérances qu'on

a conçues, si l'on a la patience d'attendre qu'ils parviennent à leur

maturité.

Au reste, les Commissaires se plaisent à exprimer hautement l'in-

térêt que leur a inspiré le jeune Prolongeau doué, avant l'âge de

sept ans, d'une intelligence précoce et d'une étonnante facilité pour

le calcul. Ils espèrent que cet intérêt sera partagé par tous les amis

des sciences.

293.

Mécanique. — Notes relatives à la Mécanique rationnelle.

G. R., T. XX, p. 1760 {'ïi juin i845)-

L'examen des titres des candidats à la place de Correspondant,

vacante dans la Section de Mécanique, a reporté mon attention

sur divers problèmes qui sont relatifs à la Mécanique rationnelle.

Quelques-uns des résultats auxquels mes réflexions m'ont conduit

deviendront l'objet de plusieurs articles qui seront publiés prochai-

nement dans mes Exercices d'Analyse et de Physique mathématique. Je

me borne aujourd'hui à extraire de mon travail quelques recherches

qui seront développées dans ces articles, et qui m'ont paru propres à

intéresser l'Académie.

Note sur les équations générales d'équilibre d'un système de points matériels

assujettis à des liaisons quelconques.

Les liaisons qui existent entre des points matériels sont toujours

des liaisons physiques, et par conséquent dues à des actions molécu-

laires. Il y a plus : ces liaisons sont généralement produites par les
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actions mutuelles d'un très grand nombre de molécules. Ainsi, par

exemple, un axe fixe de suspension n'est autre chose qu'un système

de points matériels situés à très peu près sur une même droite, et

retenus par une force de cohésion assez intense pour que les autres

forces dont on tient compte dans le calcul n'aient pas le pouvoir de

faire varier sensiblement la distance de deux quelconques de ces

points. Mais, dans une première approximation, on peut ordinaire-

ment substituer à une liaison physique une liaison mathématique,

représentée par une certaine équation de condition. On peut d'ail-

leurs arriver par deux routes différentes aux équations d'équilibre de

plusieurs forces dont les points d'application sont supposés assujettis

à des liaisons mathématiques. Le plus souvent on déduit ces équa-

tions du principe des vitesses virtuelles ; mais on peut aussi les établir

directement à l'aide de diverses méthodes. Le premier des Mémoires

dans lequel les équations d'équilibre se trouvent établies directement

est celui que M. Poinsot a publié dans le XUV Cahier du Journal de

l'École Polytechnique. L'auteur a commencé par examiner le cas où

les liaisons qui existent entre plusieurs points mobiles sont repré-

sentées par des équations de condition qui renferment seulement les

distances mutuelles de ces points; puis il a montré comment on pou-

vait passer du cas dont il s'agit au cas général où les liaisons sont

représentées par des équations de condition quelconques entre les

coordonnées des points mobiles, et il a ainsi retrouvé, comme on

devait s'y attendre, les formules que Lagrange avait tirées du prin-

cipe des vitesses virtuelles dans la Mécanique analytique. J'ai, dans

les Exercices de Mathématiques, abordé immédiatement le cas général

dont je viens de parler. Mais la méthode que j'ai suivie peut encore

être simplifiée. Je demanderai à l'Académie la permission d'entrer à

ce sujet dans quelques détails.

Lorsque plusieurs points assujettis à des liaisons mathématiques

sont en équilibre sous l'action de certaines forces, chaque liaison peut

être remplacée par les résistances qu'elle oppose aux mouvements des

divers points matériels. Donc, pour obtenir les équations d'équilibre,
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il suffit d'écrire que la force appliquée à chaque point mobile fait

équilibre aux résistances que les diverses liaisons opposent au mou-

vement de ce point, ou, en d'autres termes, que cette force est la

résultante de forces égales et contraires à ces résistances. D'ailleurs,

des forces égales et contraires aux résistances qu'une seule liaison

oppose aux mouvements de divers points mobiles sont précisément

des forces capables de maintenir en équilibre les points assujettis

à cette liaison. Donc la question peut toujours être réduite k la

recherche des équations d'équilibre de points mobiles assujettis à

une liaison unique. Enfin, il est facile de s'assurer que, dans ce cas,

l'équilibre peut toujours avoir lieu sous l'action de forces convenable-

ment dirigées, et dont l'une, arbitrairement choisie, peut offrir telle

intensité que l'on voudra. Reste à savoir comment on peut déter-

miner, non seulement la droite suivant laquelle doit agir la force

appliquée à chaque point, mais aussi le rapport entre deux forces

appliquées à deux points distincts. Or cette détermination peut s'ef-

fectuer très simplement à l'aide des considérations suivantes.

Supposons que l'équilibre subsiste entre des forces appliquées à

des points mobiles, ces points étant assujettis à une liaison unique.

L'équilibre continuera évidemment de subsister, si l'on donne plus

de fixité au système; par exemple, si plusieurs des points mobiles

deviennent fixes, ou si l'on joint une seconde liaison à la première.

Gela posé, soient A, A' deux des points mobiles, pris au hasard, et

supposons que l'on recherche les conditions auxquelles doivent satis-

faire, dans le cas d'équilibre, les forces P, P' appliquées à ces deux

points. Pour y parvenir, il suffira de fixer tous les points mobiles, à

l'exception de A et de A', puis d'assujettir les points A et A' à une

liaison nouvelle qui permette de trouver facilement les conditions

cherchées. Or la plus simple de toutes les liaisons, celle qui consiste

à lier les deux points entre eux par une droite invariable, jouit préci-

sément de cette propriété. En effet, supposons deux points A, A' seuls

mobiles et assujettis à deux liaisons dont l'une soit celle qu'établit

entre eux une droite invariable dont ils forment les extrémités. Les
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six coordonnées des deux points, assujetties seulement à vérifier les

deux équations qui représentent les deux liaisons dont il s'agit, pour-

ront varier encore d'une infinité de manières, et, par suite, les mou-

vements virtuels des deux points, c'est-à-dire les mouvements com-

patibles avec les liaisons données, seront en nombre infini. On peut

même remarquer que la courbe décrite par le point A dans un mou-

vement virtuel sera complètement arbitraire; car, en fixant à volonté

la nature de cette courbe, on établira seulement deux équations nou-

velles qui renfermeront les coordonnées du point A ; et, si l'on en pro-

fite pour éliminer des deux premières équations ces trois coordonnées,

on obtiendra une seule équation entre les coordonnées du point A'.

Donc, en obligeant le point A à se mouvoir sur une certaine courbe,

arbitrairement choisie, on obligera seulement le point A' à se mou-

voir sur une certaine surface courbe; et alors au mouvement virtuel

du point A pourra être censé correspondre, pour le point A', un mou-

vement virtuel en vertu duquel ce dernier point décrirait une courbe

tracée à volonté sur la surface courbe dont il s'agit. Donc, en défini-

tive, les mouvements virtuels des deux points A et A' assujettis ii une

liaison quelconque, et joints d'ailleurs l'un à l'autre par une droite

invariable AA', sont des mouvements exécutés suivant deux courbes

dont l'une est entièrement arbitraire.

Gela posé, il deviendra très facile de trouver les conditions d'équi-

libre de deux forces P, P', appliquées aux deux points A, A'. En

effet, considérons un mouvement virtuel quelconque du système de

ces deux points comme un mouvement qu'on les oblige à prendre,

en fixant les deux courbes sur lesquelles il leur est permis de se

déplacer. Cette fixation ne troublera pas l'équilibre. Il devra donc y

avoir équilibre entre les forces P, P' lorsque leurs points d'appli-

cation A, A', liés entre eux par une droite invariable, seront de

plus assujettis à se mouvoir sur deux courbes fixes. Mais alors cha-

cune des forces P, P' devra faire séparément équilibre aux deux résis-

tances opposées aux mouvements de son point d'application par la

courbe fixe et par la droite invariable. Les conditions de cet équi-
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libre, exprimées analytiquement, détermineront à la fois et le rap-

port des deux forces P, P', et la direction de chacune d'elles.

Au reste, lorsque plusieurs points A, A', A", . . . sont en équilibre

sous l'action de certaines forces P, P', P", . . . , alors, pour déterminer

séparément la direction de la force appliquée à l'un d'entre eux, par

exemple de la force P appliquée au point A, il suffît de laisser le

point A seul mobile en fixant tous les autres. Alors, en effet, l'équa-

tion qui exprimait la liaison devient l'équation d'une surface que le

point A est assujetti à décrire; et, comme, en fixant divers points, on

ne peut troubler l'équilibre, on peut affirmer que la direction de la

force P doit être perpendiculaire à la surface dont il s'agit. D'ailleurs,

les directions des forces P, P', ... étant une fois déterminées, il ne

reste plus qu'à trouver le rapport de deux quelconques d'entre elles.

On y parviendra, pour deux forces données P, P', appliquées aux

points A et A', en joignant ces deux points, comme on vient de le

dire, par une droite invariable, et en fixant, d'ailleurs, tous les autres

points donnés.

Dans les Exercices de Mathématiques, je ne m'étais pas borné à lier

les deux points A, A' par une droite invariable. J'avais de plus fixé le

milieu de cette droite; mais, comme on le voit, cette fixation, qui

réduisait à deux courbes sphériques celles que les deux points étaient

obligés de décrire dans un mouvement virtuel, n'est nullement néces-

saire. Il y a plus : pour trouver le rapport de deux forces P, P', dont

les points d'application A, A' sont assujettis à une liaison unique, il

n'est pas absolument nécessaire de lier les points A, A' par une droite

invariable. Il suffirait d'assujettir les deux points à ne pas s'écarter :

1° de deux courbes fixes, savoir de deux courbes correspondantes que

ces points puissent décrire, en vertu de la liaison donnée, dans un

mouvement virtuel quelconque; 2° d'une droite rigide et mobile sur

laquelle ils pourraient glisser, cette droite étant choisie de manière à

rendre obligatoire, pour les deux points, le mouvement virtuel dont

il s'agit. Or, pour satisfaire à cette dernière condition, il suffit évi-

demment d'assujettir la droite mobile AA' à s'appuyer, non seulement

OEuvres de C. — S. I, t. I\. 29
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sur les deux courbes fixes, mais en outre sur une troisième courbe ou

directrice que Ton rendrait fixe elle-même, et qui pourrait, par

exemple, renfermer constamment le milieu de la distance AA'; ou

bien encore sur une surface cylindrique constamment touchée par la

droite mobile. On pourrait aussi recourir à une idée dont M. Ampère

s'est servi dans la démonstration qu'il a donnée du principe des

vitesses virtuelles, et considérer la droite mobile comme la base d'un

triangle dont le sommet, compris entre deux côtés d'une longueur

invariable, serait assujetti à décrire une courbe fixe donnée. Au reste,

quoiqu'on puisse assez facilement calculer le rapport des forces P, P',

en supposant leurs points d'application situés sur une droite mobile

et rigide, mais de longueur variable, le calcul est plus simple encore

quand on se borne à lier l'un à l'autre par une droite invariable, comme

nous l'avions fait d'abord.

Il pourrait arriver que les deux points A, A', assujettis h une seule

liaison, ne pussent être joints l'un à l'autre par une droite invariable,

sans devenir complètement immobiles. C'est ce qui aurait lieu, en

effet, si les positions particulières des deux points étaient telles que

leur distance mutuelle fût un minimum. Il semble que, dans ce cas,

le rapport des deux forces P, P' ne pourrait plus être fourni par la

première des méthodes que nous venons d'indiquer. Toutefois, pour

tirer parti de cette méthode même, il suffirait de placer les points A,

A', non plus dans les positions correspondantes au minimum de leur

distance mutuelle, mais dans d'autres positions très voisines, que l'on

pourrait rapprocher indéfiniment des premières; ou bien encore d'al-

térer très peu la liaison donnée et l'équation qui la représente, en

ajoutant au premier membre de cette équation un terme que l'on

pourrait rapprocher indéfiniment de zéro. Ce dernier artifice est pré-

cisément celui qu'a employé M. Poinsot pour déduire des conditions

d'équilibre du levier coudé les conditions d'équilibre du levier droit.

Il est bon d'observer que plusieurs des considérations à l'aide des-

quelles nous avons déterminé le rapport de deux forces, dont les

points d'application se trouvent assujettis à une liaison unique.
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peuvent servir à démontrer immédiatement le principe des vitesses

virtuelles pour divers points assujettis à diverses liaisons.

Observons enfin que, dans le cas où l'on recherche les équations

d'équilibre, pour un système de points matériels assujettis, non plus

à des liaisons mathématiques, mais à des liaisons physiques, on peut

toujours remplacer ces liaisons par les résistances qu'elles opposent

aux mouvements des divers points du système. Seulement, ces résis-

tances se réduisent alors aux pressions exercées sur le système par les

points matériels que l'on considère comme étrangers à ce système, et

comme servant à former les diverses liaisons auxquelles il se trouve

assujetti.

Note relative à la pression totale supportée par une surface finie

dans un corps solide ou fluide.

Dans un article que renferme le Tome II de mes Exercices ('), j'ai

observé que la pression exercée en un point donné d'un corps solide

contre un élément de surface passant par ce point devait être généra-

lement, non pas normale, mais oblique; et j'ai trouvé que cette pres-

sion, variable, non seulement en direction, mais aussi en grandeur,

avec le plan de l'élément, pouvait aisément se déduire de trois

pressions principales respectivement normales à trois plans perpen-

diculaires entre eux. J'ai fait voir aussi que la pression exercée contre

un plan quelconque, en un point donné, pouvait être facilement cal-

culée quand on connaissait les pressions exercées contre trois plans

rectangulaires menés à volonté par le même point. Enfin j'ai donné

plus tard, dans le Tome III (^), les formules générales et très simples

qui servent à exprimer les valeurs de ces pressions dans un système

de molécules, non pas comme l'avait fait M. Poisson, en adoptant une

hypothèse particulière qui reproduisait, avec des pressions toujours

normales et les mêmes en tous sens, les équations de mouvement

(•) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. Go et suiv.

(*) OEmres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. 253, et suiv.



228 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE.

données par M. Navier, mais en supposant que les molécules étaient

distribuées d'une manière quelconque, et inégalement dans les divers

sens, autour de chaque point. En établissant ces formules, j'avais

admis, avec Poisson, que la pression exercée contre un élément de

surface plane dans le système peut être considérée comme due, à

très peu près, à l'action des molécules comprises dans un cylindre

droit qui a pour base l'élément dont il s'agit. Mais il est plus exact de

dire, avec M. de Saint-Venant, que, dans un système moléculaire, la

pression exercée contre un élément de surface est la résultante des

forces dont les directions traversent cet élément, et dont les centres

sont situés d'un même côté par rapport au plan de l'élément. A la

vérité, cette dernière définition, plus rigoureuse que la première,

semble encore, ainsi que l'autre, laisser subsister un doute au premier

abord. On est tenté de se demander si les forces diverses que l'on

compose entre elles pour obtenir la pression, et que l'on peut regarder

comme appliquées aux points où elles rencontrent la surface de l'élé-

ment supposé rigide, ont effectivement une résultante unique. En

toute rigueur, on devrait les remplacer généralement par une force et

par un couple; mais, comme l'a encore observé M. de Saint-Venant,

on peut faire abstraction du couple, quand l'élément de surface est

très petit. On peut même s'assurer que, dans les cas où chaque dimen-

sion de l'élément est considérée comme une quantité infiniment

petite du premier ordre, la force résultante, sensiblement proportion-

nelle à l'élément, est, comme celui-ci, une quantité du second ordre,

et le moment du couple une quantité du quatrième ordre seulement.

C'est ce que l'on reconnaît sans peine, en observant que, d'une part,

l'intensité des forces du couple dépend des variations très petites

qu'éprouvent les actions moléculaires dans une étendue comparable

aux dimensions de l'élément, et que, d'autre part, les points d'appli-

cation des forces du couple sont séparés l'un de l'autre par une

distance inférieure à la plus grande do ces dimensions. Il en résulte

que le couple disparaît toujours dans la valeur générale de ce qu'on

doit appeler la pression supportée par une surface en un point donné.
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D'ailleurs, cette valeur générale est précisément celle que j'avais

obtenue dans le Tome III de mes Exercices de Mathématiques.

Lorsque, dans un corps solide, on cherche la pression exercée, non

plus contre une surface ou un élément do surface en un point donné,

mais contre une surface plane ou courbe d'une étendue finie, le couple

reparaît, sans qu'on puisse le négliger, du moins en général, et il

donne précisément la mesure de ce qu'on nomme des /orce^ d'élasti-

cité, de torsion, etc. On peut même faire, à ce sujet, une remarque qui

n'est pas sans importance. Dans plusieurs formules que renferme la

Mécanique analytique, Lagrange introduit ce qu'il appelle le moment

d'une force d'élasticité, et, pour trouver ce moment, il multiplie la

force par la difFérentielle de l'angle qu'elle tend à diminuer. Il est

clair que, pour obtenir le véritable sens des formules de Lagrange, on

ne doit pas attribuer ici aux expressions qu'il a employées leur signi-

fication ordinaire. Une force unique appliquée à un point unique,

savoir, au sommet d'un angle, ne peut en aucune manière tendre à

faire varier cet angle. Mais on peut produire cet effet, soit en fixant

un des côtés de cet angle, et appliquant à l'autre côté un couple de

forces dont le plan soit celui de l'angle, soit en appliquant dans ce

même plan deux couples différents aux deux côtés. Cela posé, les for-

mules de Lagrange admettent une interprétation très précise, et qu'il

paraît utile de signaler. Cette interprétation, que j'ai vainement cher-

chée dans la Mécanique analytique, se déduit immédiatement du théo-

rème que je vais énoncer :

Si l'on applique aux deux extrémités d'une droite rigide deux forces

composant un couple, la somme des moments virtuels de ces deux forves

sera, au signeprés, le produit qu'on obtient quand on multiplie le moment

du couple par la vitesse virtuelle de la droite mobile, cette vitesse étant

mesurée dans le plan du couple.

En conséquence, dans la Mécanique analytique de Lagrange, par

ces mois force d'élasticité tendant à diminuer un angle, on doit toujours

entendre le moment d'un couple appliqué à l'un des côtés de cet
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angle, c'est-à-dire la surface du parallélogramme construit sur les

deux forces du couple.

Pour arriver à l'équation de la courbe élastique, Lagrange a exa-

miné en particulier le cas où l'angle que la force d'élasticité tend à

diminuer devient infiniment petit. M. Binet a donné une interpréta-

tion de la formule de Lagrange relative à ce cas, dans un Mémoire

(Tome X du Journal de VÉcole Polytechnique) où il a considéré la force

d'élasticité comme représentant la tension d'un fil rectiligne dont les

extrémités sont fixées sur les deux côtés de l'angle à des distances

égales et finies du sommet.

294.

Mécanique. — Observations sur la pression que supporte un élément

de surface plane dans un corps solide ou fluide.

C. R., T. XXI, p. 125 (i4 juillet i845).

On connaît les formules générales que j'ai données dans le Tome III

des Exercices de Mathématiques (32^ livraison, p. 218) (*), pour la

détermination des pressions exercées, dans un système de molécules

ou plutôt de points matériels, contre trois plans rectangulaires

menés par l'un de ces points (^). Ainsi que je l'ai observé dans une

( 1 ) Œuvres de Cauchy. S. II, T. VIII, p. aSg.

(2) Des formules équivalentes se trouvent à la page 875 d'un Mémoire publié par

M. Poisson, dans le Tome VIII des Mémoires de l'Académie des Sciences, et relatif au

mouvement des corps élastiques. Si je n'ai pas mentionné ce fait dans l'article que ren-

ferme le Compte rendu de la séance du 23 juin, cela tient à ce que, ayant écrit cet article

à la campagne, je n'ai pu consulter que mes souvenirs. Il est bien vrai, comme je l'ai dit,

que les équations du mouvement des corps élastiques, déduites, dans le Mémoire de

M. Poisson, de la considération des actions moléculaires, étaient précisément les équa-

tions particulières qu'avait obtenues M. Navier. Mais, après avoir donné des valeurs

générales des pressions. M. Poisson avait transformé deux sommations en intégrations,

et particularisé ainsi ces valeurs avant de les substituer dans les équations de mouve-
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Note lue à l'Académie le 23 juin dernier, ces formules peuvent se

déduire immédiatement de la définition qui consiste à regarder la

pression supportée par un élément de surface plane comme la résul-

tante des forces dont les directions traversent cet élément, et dont les

centres sont situés d'un même côté par rapport au plan de l'élément,

c'est-à-dire, en d'autres termes, de la définition qui a été adoptée par

M. de Saint-Venant, et même, avant lui, par M. Duhamel. Afin de ne

pas trop allonger l'article qui a été imprimé dans le Compte rendu,

je m'étais abstenu d'y insérer la démonstration nouvelle que j'avais

trouvée pour les formules dont il s'agit, me réservant de la donner

dans les Exercices d'Analyse et de Physique mathématique. J'ai appris

depuis que cette même démonstration, trouvée aussi par M. de Saint-

Venant, sans que j'en eusse connaissance, avait été verbalement

exposée par lui, dans une séance de la Société philomathique. Elle ne

différait pas d'ailleurs de celle que M. de Saint-Venant a présentée

lundi dernier à l'Académie, ce qui me dispensera de la transcrire.

Mais je veux aujourd'hui joindre à ces observations diverses une

remarque importante. Les formules ci -dessus mentionnées four-

nissent seulement des valeurs approximatives des pressions suppor-

tées dans un corps solide ou fluide par des éléments de surfaces

planes. Or on peut obtenir, pour ces mêmes pressions, des valeurs

beaucoup plus exactes, des valeurs dont l'exactitude serait rigou-

reuse s'il était permis de considérer le corps solide ou fluide comme
une masse continue. C'est ce que je vais expliquer en peu de mots.

ment tirées des formules que j'avais moi-mômo établies {voir le Tome II des Exercices
de Mathématiques) («) comme propres à fournir les relations qui existent, dans l'état

d'équilibre d'un corps solide ou fluide, entre les pressions ou tensions et les forces accé-

lératrices. J'ajouterai que la date de la présentation du Mémoire de M. Poisson, rappelée

en tête de ce Mémoire même, est antérieure à l'époque à laquelle a paru la Sa* livraison

des Exercices, quoique cette époque précède celle de la publication du Tome VIII des

Mémoires de l'Académie. Je remarquerai enfin que, à la place do la densité, qui entre

comme facteur dans les formules du Tome III des Exercices, on trouvait, dans les for-

mules de M. Poisson, l'intervalle moléculaire moyen et que, dans son Mémoire, M. Poisson

n'avait pas suffisamment défini cet intervalle moyen qu'il supposait être le môme en tous

sens.

(«) OEuvres de Cauc/ty, S. Il, T. VIT, p. 141.
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Analyse.

Considérons un corps solide ou fluide comme une masse continue,

dont les divers éléments se trouvent sollicités par des forces d'attrac-

tion ou de répulsion mutuelle; et soient, au bout du temps t,

X, Y, z les coordonnées rectangulaires d'un point 0, choisi arbitrai-

rement dans ce corps solide ou fluide;

p la densité du corps au point 0;

L, M, Ntrois points quelconques du plan mené par le point 0, per-

pendiculairement à l'axe des x-,

s une très petite surface, comprise dans le plan LMN, et renfermant

le point 0;

V le volume du corps.

Supposons d'ailleurs que les deux parties, dans lesquelles le

volume V est divisé par le plan LMN, soient décomposées chacune

en éléments très petits, et nommons

v' l'un quelconque des éléments de V, situés par rapport au plan LMN

du côté des x positives ;

v^ l'un quelconque des éléments de V, situés par rapport au plan LMN

du côté des x négatives;

m' la masse comprise sous le volume v' ',

m, la masse comprise sous le volume v^;

07 -t- x', j + y', 5-1- z' les coordonnées d'un point P compris dans le

volume v' ;

or — X , j — y,, z — z, les coordonnées d'un point Q compris dans le

volume v^ ;

r la distance du point Q au point P;

a, 6, Y les cosinus des angles formés par la droite QP avec les demi-

axes des coordonnées positives;

m'm^î(r) l'action mutuelle des masses élémentaires m' etm , la fonc-

tion f(r) étant positive ou négative suivant que les deux masses

s'attirent ou se repoussent.
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Enfin, soient
A, F, E,

F, B, D,

F, D, C

les projections algébriques des pressions exercées au point 0, et du

côté des coordonnées positives, contre trois plans parallèles aux plans

coordonnés. Les produits
A s, Fs, Es

devront représenter les sommes des projections algébriques, non pas

de toutes les actions de la forme

exercées par les masses élémentaires m' sur les masses élémen-

taires //z,, mais seulement de celles d'entre ces forces dont les direc-

tions traverseront la surface élémentaire s. D'ailleurs, les projections

algébriques de la force
m' nij f{r),

considérée comme représentant l'action de m' sur m^, seront respec-

tivement

m' m^{{r) cosa, m'/?ï, f(/') cos6, m' m^({r) cosy.

On aura donc
As = è[m'm^{{r)cos<x],

Fs=zS[m'm,f{r)cosQ],

Es = S>[m'mi f(/") cosy],

les sommes qu'indique le signe S s'étendant aux projections algé-

briques des seules forces dont les directions traversent la surface s.

Considérons en particulier l'équation

(i) v4 5=: S[m'm, f(r) cosa],

et nommons p', p, les valeurs de la densité p correspondantes aux

points P et Q. On aura, sans erreur sensible,

OF.iivres tfe C. — S. I, t. IX. 3o
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et, par suite,

(2) As=:S[p'pJ{r)cosot.u'ç,];

puis, en supposant que les éléments des volumes ç', v^ se réduisent à

deux parallélépipèdes rectangles, et infiniment petits, dont l'un ait

pour sommet le point P, l'autre le point Q, on transformera l'équa-

tion (2) en celle-ci

( 3 ) As =//////p'
9, Hr) cos oc dx' dy' dz' dx, dy, dz„

l'intégrale sextuple devant être étendue à toutes les valeurs des

variables

x', y', z', x„ y„ z,

qui permettront à la droite PQ de traverser la surface s, en demeu-

rant d'ailleurs comprises entre les limites inférieures

x'=o, y'=— oc, z'= — oc, X,— o, y,= —00, z, =— 00

et les limites supérieures

X'=00, y' =00, Z'=CC, X,= QO, y, = 00, Z,=:00.

Il est vrai qu'en adoptant ces limites on semble supposer les dimen-

sions du corps infinies, tandis qu'elles sont finies en réalité. Mais,

pour tenir compte de cette dernière circonstance, il suffira de consi-

dérer la densité p comme une fonction de x, y, z, qui s'évanouira

toujours quand le point cessera d'être un point intérieur du corps.

Soit U5(x,y, z) une telle fonction, et supposons que l'on ait

(4) p=GT(^,y,5).

On aura encore, dans la formule (3),

(5) p'= îa(^ -h x', 7 H- y', s -4- z'), p, r=: cj (.r - x„ j - y„ g - z, ).

Posons maintenant, pour plus de commodité,

(6) • X — X'+X„ y=:y'+y„ z=:z'-+-Z,.

Alors
a:-t-x, / + y, 5 + z
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seront évidemment les coordonnées de l'extrémité R d'une droite

OR = r menée par le point parallèlement à la droite QP; et, si dans

le second membre de la formule (3) on substitue aux variables x,,

y,, z, les variables x, y, z, on aura, en vertu de l'équation (6),

( 7 ) As = ffffffp'Pi ^( ''
) ^^^ ^ ^^' ^^y' '^^' ^^ ^y ^'^'

On peut supposer, dans la formule (7), les intégrations effectuées :

i** par rapport aux variables x, y, z entre les limites inférieures

X = 0, yzz:— 00, Z=:— 00

et les limites supérieures

X=:oo, yrzioo, zrrroo;

2** par rapport à la variable x' entre les limites

\'--o, x'=x;

':i° par rapport aux variables y' et z' entre des limites telles que la

droite "QP reste renfermée dans le cylindre droit ou oblique dont la

surface s est la base, et dont la génératrice est parallèle à OR. Or, en

adoptant cette supposition, on aura, non seulement

ffdy'dz'= s,

mais encore, à très peu près, pour de très petites valeurs de s,

(8) i^=ï;=ï:;
X y z'

et, par suite, en prenant

(9) 6=-,
X

on trouvera sensiblement

('o) x'=9x, y'=9y, z'=Qz.

Gela posé, pour de très petites valeurs de s, la formule (7) donnera

sensiblement

As =is 1 / ^ ({r) cos xdxdy dz
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et, par suite,

/ / i2f(r)cosac/x^yrfz,
— 00 'J— X ^— 00

la valeur de 12 étant

(12) Çl= C p'p,dx'

ou, ce qui revient au même, eu égard à la première des formules (lo),

^ / P'P,
(i3) i2=x / p'p.d9.

Il est bon d'observer que, dans l'équation (i3), p' et p, seront des

fonctions de 6 déterminées par le système des formules (5), jointes

aux équations (6) et (lo); en sorte qu'on aura

('4)
p'= Tn{x-\-ex,y-h9y, z + Qz),

p,= rs[x - {i - e)x, y - {i - B)y, z - {i - Q)zl

En d'autres termes, p' et p, devront, dans l'équation (i3), représenter

la densité du corps en deux points G, H dont les coordonnées seront,

d'une part,

a? + 9x, y + Oy, z-\-Qz,

d'autre part,

X-{1-Q)X, j_(i_9)y, 5-(l-9)z.

D'ailleurs, ces deux points seront évidemment situés sur la droite OR,

à la distance r l'un de l'autre, et à des distances du point représen-

tées par les produits
Br, {i-B)r,

la distance 6r étant mesurée, à partir du point 0, dans le sens des

X positives, et la distance (i — G)r dans le sens des x négatives.

En adoptant les valeurs de p', p, déterminées par les équations (i4),

et posant, pour abréger.

(i5) 0)=: r p'p,dB,
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on tirera de l'équation (i 3)

et par suite la formule (i i) donnera

(i6) A =:
I I I

(,i\f{r)cosxd\dydz.

On trouvera de même

(17) F=z
I I I

(ô\ï{r) cosQdxdydz

et

(18) ^—j f I
&Jxf(r)cosyc?xc?yc^z.

•• •^— 00 «^— 00

D'ailleurs la droite OR = r étant égale et parallèle à la droite QP, on

aura nécessairement

(19) X* H- y*+ z'= /•-

et

X y z
(20) cosa=-) cosê=i^, cosy=--

r r ' r

Donc les formules (16), (17), (18) donneront

[^=f f f (ù\^^-^dxdydi,

I
^« ^« ^«, ^/ .

(21) {^ ~f I I
w xy-^ û?x ûfy <iz, »

\ E =z I I I oixz -^^dxdydz.

Knfin, comme on n'altérera pas le produit p' p^ en y remplaçant G par

I — 0, et en substituant aux quantités x, y, z les quantités — x, — y,

— z, on conclura de la formule (i5) que cette dernière substitution

n'altère pas la valeur de w. Donc, par suite, on pourra, dans les for-

mules (21), substituer au signe

/
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le signe

OU même le signe

pourvu que, dans Je dernier cas, on réduise chacun des seconds

membres à sa moitié. On aura donc encore

i^={ fff^"""^ ^^ '^^ ^=^'

( 22

)

^ F = -
I j 1 oixy -^ d\ dy dz,

] E =^^ C f fc^xz^-^dxdydz,

pourvu que chaque intégration soit effectuée entre les limites —ce et

4- oo de la variable x, ou y, ou z.

Par des raisonnements semblables à ceux qui précèdent, on obtien-

drait sans peine les valeurs de

F, B, D
ou de

E, A C,

et l'on trouverait définitivement

' [A^lfj'J^r-^SLÏdxdydz,

(23) //? =
Ifff''^'

^-^dxdydz,

C = '-fffcoz-^^-^dxdydz,

D='-ffJ^yz^-^dxdydz,

(24) \e :=-[ f Çt^z\^-^dxdydz,

F =zlj
jj

(o xy --^ dx dy dz,
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chaque intégration étant effectuée entre les limites —oc, 4- ce de la

variable x, y ou z.

Si l'on suppose l'espace décomposé en volumes élémentaires de

dimensions très petites, et dont l'un quelconque, représenté par v,

renferme le point R, les équations (23), (24) pourront être, sans

erreur sensible, réduites aux formules

(25) ^:::,lsLx2Î^^^,

(26) i) = is[coyz^^.],

les sommes qu'indique le signe S s'étendant à tous les volumes élé-

mentaires V qui renfermeront des points pour lesquels co ne s'éva-

nouira pas.

Adoptons maintenant l'hypothèse généralement admise, savoir, que

les actions moléculaires décroissent très rapidement quand les molé-

cules s'éloignent les unes des autres, et supposons ce décroissement

assez rapide pour que, dans les formules (20), (26), on puisse, sans

erreur sensible, réduire f(r) à zéro quand r cesse d'être très petit.

Alors les limites inférieures et supérieures des variables x, y, z, liées

àrpar l'équation (19), pourront être réduites à des quantités néga-

tives et positives, très rapprochées de zéro. Par suite, pour des valeurs

de comprises entre zéro et l'unité, les valeurs de p', p,, fournies par

les équations (i4), différeront très peu de la valeur de p fournie par

l'équation (4), et la formule (i5) donnera sensiblement

Cl) = p^.

Il y a plus : si l'on nomme m la masse comprise sous le volume v, on

aura encore, à très peu près,

w — p2, pm = p*i^ = or,

et par suite les formules (25), (26) donneront

(27) ^ = ^s[,..x^^I^], ...,

(28) ^^es[myzl^-^], ....
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Os dernières formules coïncident avec celles que j'ai données dans le

Tome III des Exercices de Mathématiques ('), page 218.

295.

Mémoire sur les secours que les sciences de calcul peuvent fournir aux

sciences physiques ou même aux sciences morales, et sur l'accord des

théories mathématiques et physiques avec la véritable philosophie.

C. R., T. XXr, p. i34 (14 juillet i8.i5).

En rédigeant quelques articles qui paraîtront prochainement dans

mes Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, je me suis vu

conduit à un nouvel examen des notions et des principes qui servent

de base à la Mécanique rationnelle. La lecture attentive d'un Mémoire

publié dans le Journal des Savants, en iSS^, par notre honorable con-

frère M. Chevreul, a été pour moi une autre occasion d'approfondir le

même sujet. L'avantage que présente la culture simultanée des diverses

branches des sciences mathématiques, physiques et naturelles, au

sein d'une même Académie, consiste précisément en ce que ces

sciences peuvent se prêter de mutuels secours, s'éclairer les unes les

autres. Toutes les vérités se lient, s'enchaînent entre elles; et, comme

le Mémoire de M. Chevreul se rapportait à des questions dont je me

suis moi-même occupé, notre confrère a bien voulu me témoigner le

désir que ces questions devinssent pour moi l'objet de méditations

nouvelles. Les conclusions auxquelles je suis parvenu s'accordent,

ainsi que je l'expliquerai plus tard, avec celles que notre confrère a

énoncées à la fin de son Mémoire. D'ailleurs, les réflexions que m'a

suggérées une étude sérieuse des faits rappelés dans ce Mémoire

paraissent propres, non seulement à intéresser les amis des sciences

(») OEuvres de Cauchj, S. II, T. VIII, p. 260.
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mathématiques, physiques, naturelles, et d'une saine philosopliie,

mais encore à dissiper les préventions soulevées dans quelques esprits

contre certaines théories physiques et mathématiques. Pour ce double

motif, mon travail sera, je l'espère, accueilli avec bienveillance par

les membres de l'Académie.

On a quelquefois accusé les géomètres et les physiciens de vouloir

appliquer à la recherche de toutes les vérités les procédés du calcul

et l'Analyse mathématique. Sans doute on ne doit rien exagérer; sans

doute on peut abuser de tout, même des chiffres; mais il est juste

aussi d'avouer que, dans un grand nombre de circonstances, la science

des nombres et la méthode analytique peuvent nous aider à découvrir

ou du moins à reconnaître la vérité. L'ordre admirable établi dans cet

univers par l'Auteur de la nature est souvent étudié avec succès par

le physicien ou le géomètre, qui se trouve saisi d'admiration au

moment où il parvient, avec Newton, à soulever un coin du voile sous

lequel se dérobaient à nos yeux des secrets qu'on avait crus impé-

nétrables, et à remonter des phénomènes observés aux lois qui les

régissent. Je sais que cet ordre peut être envisagé sous un triple point

de vue, qu'on doit distinguer l'ordre physique, l'ordre intellectuel,

l'ordre moral; mais, dans la recherche des vérités qui se rapportent

à chacun de ces trois ordres, les calculs et les nombres peuvent ne

pas être sans utilité. Dans l'ordre physique, les sciences de calcul

n'ont pas seulement pour but de compter les objets sensibles, d'en

faire le dénombrement; le plus souvent elles servent à mesurer ces

objets, ou plutôt leurs attributs, leurs qualités, et même leurs affec-

tions diverses. La Géométrie mesure les dimensions des corps, leurs

surfaces, leurs volumes; la Mécanique mesure leurs déplacements,

leurs mouvements, leurs vitesses, les espaces qu'ils parcourent, et le

temps qu'ils emploient à les parcourir. Elle mesure même leurs ten-

dances au mouvement, les pressions auxquelles ils sont soumis, et

celles qu'ils exercent sur d'autres corps. Enfin la science des nombres,

appliquée à l'ordre physique, sert à discuter les faits ainsi qu'à les

lier entre eux, et devient souvent un puissant moyen de découverte.

OEuvrcs de C. — S. l, t. IX. 3l
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11 importe d'ajouter que, même dans l'ordre intellectuel, même dans

l'ordre moral, les nombres peuvent quelquefois être employés avec

avantage. Les causes qui contribuent à perfectionner l'intelligence de

l'homme et à le rendre meilleur se manifestent par leurs effets. L'heu-

reuse influence qu'exercent nécessairement sur les individus et sur

la société des doctrines vraies, de bonnes lois, de sages institutions,

ne se trouve pas seulement démontrée par le raisonnement et par

la logique, elle se démontre aussi par l'expérience. Par conséquent,

la Statistique ofl're un moyen en quelque sorte infaillible déjuger si

une doctrine est vraie ou fausse, saine ou dépravée, si une institution

est utile ou nuisible aux intérêts d'un peuple et à son bonheur. Il est

peut-être à regretter que ce moyen ne soit pas plus souvent mis en

œuvre avec toute la rigueur qu'exige la solution des problèmes; il

suffirait à jeter une grande lumière sur des vérités obscurcies par les

passions; il suffirait à détruire bien des erreurs.

Mais laissons, dans ce moment, reposer la Statistique dont nous

pourrons, dans une autre circonstance, faire mieux comprendre l'im-

portante mission, et revenons à la Mécanique.

Ce qui caractérise surtout la Mécanique, ce qui la distingue plus

nettement des autres sciences de calcul, c'est la notion de la force.

Mais, qu'est-ce que la force? Est-ce un être, ou l'attribut d'un être?

La force est-elle matérielle ou immatérielle? Si, comme on l'admet

généralement, la force dirige et modifie le mouvement de la matière,

ne serait-il pas absurde de croire qu'elle est matérielle; et, si elle est

immatérielle, comment peut-on la mesurer, la calculer, la représenter

par des nombres et par des chiffres? Enfin, les forces dont s'occupe

la Mécanique sont-elles distinctes de celles que l'on considère dans

les sciences physiques et naturelles, dans les sciences morales elles-

mêmes? Sont-elles distinctes en particulier de celle qu'on nomme la

force vitale? Toutes ces questions se rattachent et se lient intimement

aux recherches consignées par M. Chevreul dans le savant Mémoire

qui a pour titre : Considérations générales, et inductions relatives à la

matière des êtres vivants. D'ailleurs, toutes ces questions paraissent
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d'autant plus dignes d'être étudiées et approfondies, non seulement

par les amis d'une saine et haute philosophie, mais encore par les

géomètres, les chimistes et les physiciens, qu'une telle étude, en éclai-

rant les bases sur lesquelles reposent plusieurs branches des sciences

mathématiques, contribuera, d'une part, à rendre plus facile l'ensei-

gnement de ces sciences, et, d'autre part, à détruire des objections

spécieuses, élevées contre elles avec une apparence de raison. Des

esprits timides et irréfléchis s'étonnent, se scandalisent peut-être de

voir l'Analyse mathématique entreprendre de soumettre à ses calculs,

non seulement les objets sensibles, non seulement la matière et ses

attributs, mais aussi quelquefois ce qui paraît immatériel, et la force

en particulier. On s'étonne surtout de voir les physiciens, les chimistes

et les géomètres parler des attractions et répulsions qui représentent

ce qu'on appelle les actions mutuelles de divers points. On demande

s'il est possible d'admettre que des points matériels agissent à distance

les uns des autres. On demande si la force n'est pas d'une nature évi-

demment supérieure à celle de la matière dont elle dirige les mouve-

ments; si, pour ce motif, la force ne doit pas être considérée comme

l'expression d'une volonté, comme un produit, comme une émanation

de l'intelligence; et si attacher la force à une matière inerte, la clouer

pour ainsi dire à un point matériel, ce n'est pas vouloir matérialiser

en quelque sorte l'intelligence elle-même. On voit que je n'ai pas

dissimulé l'objection. Je vais maintenant y répondre, ainsi qu'aux

diverses questions précédemment énoncées.

Pour éclaircir le sujet, je commencerai par rappeler la distinction

déjà indiquée de l'ordre physique, de l'ordre intellectuel, de l'ordre

moral. A ces trois ordres correspondent évidemment trois sortes de

phénomènes, dans lesquels interviennent trois sortes de forces, les

unes physiques, les autres intellectuelles ou morales. Les forces que

je nommerai physiques sont celles qui, dans un système de points en

repos, se manifestent par des pressions, par une tendance du système

au mouvement, et qui, dans le cas où le système vient à se mouvoir,

modifient sans cesse les vitesses acquises par les différents points.
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Los forces intellecluelles sont, par exemple, celles que Kepler a su

appliquer à la démonstration des lois qui portent son nom, et Newton

à la découverte du principe de la gravitation universelle. Enfin, les

forces morales sont celles d'une jeune fille qui, née souvent au sein de

l'opulence et dans un rang élevé, mais dévorée d'une ambition que

la terre a peine à comprendre, embrasse volontairement la pauvreté

pour devenir la servante des pauvres, et s'empresse d'échanger les

fêtes, les honneurs, les plaisirs qui l'attendaient dans le monde, contre

une vie obscure et pénible, contre une vie de labeur, de dévouement

et de sacrifices.

La distinction de l'ordre physique, de l'ordre intellectuel, de

l'ordre moral est universellement admise. La distinction des forces

physiques, intellectuelles et morales est tout aussi incontestable, et ne

sera certainement contestée, dans notre siècle, par aucun de ceux qui

ont puissamment contribué aux progrès des sciences. Il est par trop

évident qu'une pensée, un raisonnement, la découverte d'un théorème

d'Analyse, ou de Calcul intégral, ne peut être le produit d'une combi-

naison d'atomes, l'effet d'une pression, d'une force physique, l'effet

de quelques actions et réactions moléculaires; et, aux yeux du vrai

philosophe, aux yeux du vrai savant, vouloir faire de la pensée une

sécrétion d'un organe matériel serait aussi peu raisonnable que de

chercher combien il y a de mètres dans une heure, ou de grammes

dans une minute. Tout ami sincère de la Science sent très bien que,

dans l'intérêt de la vérité, comme dans l'intérêt des peuples, il im-

porte de ne pas confondre l'ordre moral ou intellectuel avec l'ordre

physique, l'intelligence avec la matière, l'homme avec la brute; de ne

pas considérer les actions d'un être libre comme nécessaires, comme

le résultat d'une aveugle et irrésistible fatalité.

Un autre point, que la Science ne conteste pas assurément, c'est

qu'il ne saurait y avoir d'effet sans cause, de lois sans législateur.

Remonter des effets aux causes est précisément l'un des grands pro-

blèmes dont la solution est quelquefois l'objet d'un calcul inventé par

le génie de Pascal, du Calcul des probabilités. Demandez à ce calcul si
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VIliade et VOdyssée sont l'œuvre du hasard ou d'un grand poète; il

n'hésitera pas à se prononcer en faveur de la dernière hypothèse. Le

Calcul des probabilités, si on le consulte, attribuera toujours l'œuvre

à un ouvrier; et même il proclamera cet ouvrier d'autant plus habile,

d'autant plus intelligent, que l'œuvre sera plus parfaite. Donc, selon

les principes mêmes du Calcul des probabilités, les savants de nos

jours sont bien assurés de raisonner juste, lorsque, après avoir décou-

vert quelques-unes de ces lois si belles, si générales, si fécondes, qui

régissent le cours des astres et les vibrations des atomes, quelques-

unes de ces lois qui sufïîsent pour maintenir l'harmonie de cet uni-

vers et opérer sous nos yeux de si étonnants phénomènes, ils par-

viennent à la conclusion qu'ont énoncée avant eux les Newton, les

Fermât, les Euler, les Cuvier, les Haûy, les Ampère, et tirent, non

seulement du spectacle que les mondes offrent à notre admiration,

mais encore des conquêtes de la science, et en particulier des décou-

vertes modernes, cette conséquence* très légitime, que les merveilles

de la nature sont l'œuvre d'une puissance, d'une sagesse, d'une intel-

ligence infinie, d'un être auquel tous les autres doivent l'existence et

la vie, d'un être duquel émane, par une transmission plus ou moins

directe, plus ou moins immédiate, toute force, toute puissance phy-

sique, intellectuelle ou morale.

Ces prémisses étant posées, abordons le problème qu'il s'agissait de

résoudre, et cherchons à deviner ce que c'est que la force, particu-

lièrement la force physique, la seule dont s'occupe la Mécanique

rationnelle.

D'abord il est évident que la force physique n'est ni un être maté-

riel, ni même un attribut essentiel de la matière.

La force physique n'est point un être matériel. On ne saurait con-

fondre une portion de matière, un point matériel, avec une force

qu'on lui applique.

La force physique n'est même pas un attribut essentiel de la ma-

tière. Un des principes fondamentaux de la Mécanique rationnelle,

c'est précisément que la matière est inerte et incapable par elle-même
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de changer son état de repos ou de mouvement, c'est que, pour

changer cet état, pour imprimer à un point matériel une vitesse qu'il

n'avait pas, ou pour modifier, soit en grandeur, soit en direction, la

vitesse acquise, il faut appliquer une force au point dont il s'agit. Mais

on aurait pu laisser le point matériel dans son état primitif et l'aban-

donner à son inertie. En d'autres termes, la force appliquée à ce point

aurait pu ne pas l'être; elle ne saurait donc être considérée comme un

attribut essentiel de ce même point. Un corps placé près de la surface

de la Terre est attiré vers cette surface par la force de la pesanteur;

mais cette pesanteur est si peu essentielle au corps qu'elle s'affaiblira

et s'éteindra de plus en plus si le corps, s'éloignant de la surface de

notre globe, est transporté d'abord à la distance qui nous sépare de la

Lune, puis à des distances de plus en plus grandes. Aussi, dans le bel

Ouvrage qui a pour titre Philosophiœ naliiralis Principia mathemalica

(liber tertius, Regulœ philosophandi). Newton a-t-il dit expressément :

Gravilatem corporibus essentialem esse minime affirma.

La force physique serait-elle un être spirituel, ou, du moins, un

attribut essentiel d'un tel être? Avant de répondre à cette question, il

sera convenable d'examiner les faits et de les appeler à notre aide.

Nous rencontrons, dans la nature, des forces physiques qui ne

dépendent pas de nous, et que l'on pourrait nommer permanentes,

d'autres que nous créons en quelque sorte, qui naissent ou s'étei-

gnent à notre gré.

Un corps pesant est posé sur un plan horizontal; il tend à faire

descendre ce plan : il exerce contre lui une certaine pression. Cette

pression, dont la direction est déterminée et verticale, dont l'inten-

sité, pareillement déterminée, dépend de la nature et du volume des

corps, est précisément ce que nous appelons une force physique.

Mais cette force physique ne dépend pas de nous. La pesanteur des

corps à la surface de la Terre, la gravitation universelle, les forces

électriques et magnétiques, les actions et réactions moléculaires

sont des forces physiques permanentes, qui subsistent sans nous, et

même malgré nous, que nous pouvons quelquefois mettre en œuvre.
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ou opposer les unes aux autres, mais qui sont indépendantes de notre

volonté.

Au contraire, les forces physiques, à l'aide desquelles nous impri-

mons à notre propre corps, à nos pieds, à nos mains, tantôt un mou-

vement déterminé, tantôt une simple tendance au mouvement, sont

des forces qui, loin d'être permanentes comme la pesanteur et les

actions moléculaires, naissent à l'instant où nous le voulons, subsis-

tent tant que nous le voulons, et attendent nos ordres pour s'éteindre

et disparaître entièrement. Il n'est pas en notre pouvoir d'anéantir la

pression verticale que le poids de notre corps exerce contre le sol qui

nous porte; mais nous pouvons faire naître à notre gré la pression

horizontale qu'exerce notre main contre un obstacle qui nous barre le

passage, et que nous chassons devant nous, contre un volet que nous

fermons. Cette pression est une force physique dont nous disposons

évidemment, et, dans la natation, dans la marche, dans la course, de

telles forces s'empressent, pour ainsi dire, d'exécuter les ordres que

dicte notre volonté.

Ces forces physiques, si promptes à nous obéir, seraient-elles des

êtres spirituels? Adopter cette idée, ce serait vouloir, sans aucune né-

cessité, sans y être autorisé ni par l'observation, ni par la Science, ni

par une saine philosophie, multiplier les êtres à l'infini. D'ailleurs,

est-il possible de considérer comme un être véritable ce qui, suivant

nos désirs, suivant nos caprices, naît ou s'évanouit, reparaît ou rentre

dans le néant?

Il y a plus : si l'être auquel obéit une force physique, ou celui dont

elle nous semble émaner, est, non pas l'être souverain et indépen-

dant, le seul être qui existe par lui-même, mais, au contraire, un être

dépendant qui n'existe que par la volonté du Créateur, on ne saurait

dire que cette force soit un attribut essentiel de cet être. Elle est seu-

lement un don qu'il a reçu, mais qui pourrait cesser de lui appar-

tenir. Nous-mêmes nous sentons que la force physique est à notre

disposition dans l'état de santé, mais que nous pouvons la perdre,

qu'elle peut nous être enlevée par la maladie. Nous sentons, par con-
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séquent, que cette force n'est pas notre puissance propre, un effet

certain de notre nature ; et c'est précisément parce que nous ne

sommes pas la cause première d'une force physique dont nous dispo-

sons à notre gré, que nous ne savons pas nous expliquer comment

notre volonté peut la produire. Tout ce que nous pouvons constater,

c'est que la force physique nous est prêtée, mais pour un temps

seulement, mais dans une certaine mesure, et sous certaines condi-

tions; et ce que nous pouvons affirmer encore, c'est que ces condi-

tions sont très souvent des conditions physiques et matérielles. Les

forces physiques dont chaque homme dispose se trouvent renfermées

dans certaines limites qui dépendent de son organisation. Aux varia-

tions que subira cette organisation dans le cours de la vie corres-

pondront des variations très sensibles dans l'intensité de ces forces

physiques. Cette intensité, faible dans l'enfance, croîtra dans l'ado-

lescence et décroîtra dans la vieillesse, après avoir atteint sa valeur

maximum dans l'âge mûr et à une époque de la vie qui sera variable

avec les climats, avec les tempéraments, ou même avec les individus.

Bien plus, que l'organisation éprouve une altération fortuite, qu'elle

soit modifiée par un choc violent, ou qu'une congestion se forme au

cerveau, et, à l'instant, les forces physiques disparaîtront, ou du

moins elles seront considérablement diminuées.

Nous avons parlé des forces physiques qui nous sont étrangères,

qui agissent sous nos yeux, mais sans nous et hors de nous; puis de

celles dont nous nous servons pour mettre notre propre corps en mou-

vement, et dont nous disposons à notre gré. Il importe d'ajouter que,

outre ces dernières, certaines forces physiques nous sont départies pour

notre conservation, pour nos besoins, sans que nous puissions dis-

poser d'elles. Ainsi, par exemple, les forces physiques appliquées à la

digestion, à l'assimilation, à la nutrition, sont évidemment des forces

qui, étant indépendantes de nous, aussi bien que la pesanteur et les

actions moléculaires, ne sont pas mises en oeuvre par notre volonté.

D'aileurs ces forces peuvent nous être enlevées, tout comme celles

dont notre volonté dispose. Par conséquent, elles ne sont pas un attri-
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but essentiel de nos organes ou de notre intelligence; elles ne vien-

nent pas de nous.

Que devons-nous conclure de ce qui précède? On ne saurait con-

sidérer la force physique, ni comme un être matériel ou spirituel, ni

comme un attribut essentiel de la matière ou d'aucune intelligence

créée. Le seul être dont elle émane nécessairement est l'être néces-

saire. Elle est une expression de sa volonté. Lorsque des corps de

même nature, ou de natures diverses, sont placés en présence les uns

des autres, lorsque ces corps se meuvent ou restent en repos, certains

rapports s'établissent entre eux, certains phénomènes se reproduisent

constamment suivant des lois invariables, et l'équilibre se constitue

ou le mouvement s'exécute comme si ces lois créaient des causes per-

manentes de repos ou de mouvement. Les forces physiques sont pré-

cisément ces causes fictives auxquelles nous attribuons l'équilibre ou

le mouvement des corps, sans avoir jamais à craindre de voir nos pré-

visions contredites par l'expérience; ces causes secondaires qui exis-

tent bien, si l'on veut, mais à la manière des lois, et pas autrement;

ces causes qui tirent toute leur puissance, toute leur vertu des lois

mêmes dont elles sont l'expression la plus simple, ou plutôt de la vo-

lonté du législateur.

Un exemple rendra ces notions générales plus claires et plus faciles

à saisir.

Pour expliquer un grand nombre de phénomènes, spécialement la

chute des corps graves vers la Terre et les mouvements dos corps

célestes, il suffît d'admettre avec Newton que deux corps, placés l'un

en présence de l'autre, tendent à se rapprocher. D'ailleurs, cotte ten-

dance à laquelle les corps obéissent autant qu'ils le peuvent est, pour

ainsi dire, un fait constaté par l'expérience. Elle est constatée, dans

l'état d'équilibre des corps, par des pressions analogues à celles qu'un

corps pesant exerce contre un plan horizontal qui le soutient. Elle est

constatée, dans l'état de mouvement, par l'altération de la vitesse.

Considérons, pour fixer les idées, la Terre circulant autour du Soleil.

Cette planète, parvenue à un point quelconque de son orbite, devrait.

Œuvres de C— SA. IA\. 32
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en vertu de la vitesse acquise, se mouvoir indéfiniment en ligne droite ;

mais elle est ramenée à chaque instant vers le Soleil dont elle tend à

se rapprocher, et cette tendance modifie sans cesse, en grandeur et

en direction, la vitesse acquise, de manière à transformer la droite

que la Terre aurait décrite en une ellipse dont le centre du Soleil

occupe l'un des foyers. Comme le démontrent les faits et le calcul

appuyé sur l'observation, la tendance de deux corps à un rapproche-

ment mutuel est d'autant plus grande que les deux corps sont plus

voisins l'un de l'autre, et varie en raison inverse du carré des dis-

tances, mais en raison directe des masses. Elle constitue ce qu'on

appelle la loi ou la force de la gravitation universelle; et il est juste de

reconnaître que ces deux noms lui conviennent, puisqu'elle est tout à

la fois et l'expression la plus simple, le résumé d'une loi établie par

le Créateur, et une puissance que cette loi confère, pour ainsi dire, à

deux corps mis en présence l'un de l'autre, ou plutôt à deux points

matériels.

Ce que nous avons dit de la force de la gravitation peut se dire éga-

lement de toute force physique. Une force physique appliquée à un

corps, à un être matériel, est l'expression d'une loi établie par le

Créateur; c'est, en quelque sorte, une propriété que cette loi confère

à l'être matériel; c'est l'obligation qui est imposée à cet être d'obéir

constamment et invariablement à la loi dont il s'agit.

On parle quelquefois de la puissance des lois portées par des légis-

lateurs humains et de l'influence de ces lois sur la société. Cette

influence est incontestable ; mais elle s'exerce seulement sur des êtres

libres. Ce que nous appelons le pouvoir des lois humaines a évidem-

ment pour base l'acquiescement de notre volonté qui se soumet ou

se conforme à celle des législateurs. Mais l'acquiescement de notre

volonté n'est plus nécessaire à l'exécution des lois portées par le

Créateur pour la conservation du monde physique. A ces lois obéis-

sent sans le vouloir, et souvent sans le savoir, les êtres organisés et

les êtres inorganiques, les animaux, les végétaux, les pierres elles-

mêmes. Sans doute la matière est inintelligente; mais elle obéit.
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sans le savoir, à une intelligence souveraine. Sans doute cette obéis-

sance passive est pour nous un mystère; mais un mystère analogue

se retrouve dans ce qu'on appelle l'instinct chez les animaux, chez

l'homme lui-même. Cet instinct n'est-il pas l'obéissance passive par

laquelle ils concourent, même sans le savoir, à l'exécution des lois

établies par le souverain législateur?

Il resterait maintenant à dire ce que c'est que la force vitale, ce que

c'est que la vie. Mais, pour ne pas fatiguer l'attention de l'Académie,

je renverrai l'examen de ces questions à un second Mémoire, et je ter-

minerai celui-ci par quelques réflexions qui paraissent devoir inté-

resser particulièrement les physiciens et les géomètres.

La force de la pesanteur et les autres forces permanentes, attrac-

tives ou répulsives, dont s'occupe la Mécanique rationnelle, sont géné-

ralement des forces dont chacune exprime la tendance de deux corps

ou plutôt de deux points matériels à se rapprocher ou à s'éloigner l'un

de l'autre. Une telle force doit être naturellement supposée propor-

tionnelle à chacune des deux masses que l'on considère, et par con-

séquent au produit de ces deux masses. Naturellement aussi elle doit

être une fonction de la distance. Mais, outre les forces qui se mani-

festent quand deux points matériels sont placés en présence l'un de

l'autre, et que l'on pourrait appeler, pour cette raison, des actions

binaires, ne devrait-on pas admettre, au moins dans certaines circon-

stances, des actions ternaires, quaternaires, etc., dont chacune dépen-

drait des positions relatives de trois, de quatre, etc. points placés en

présence l'un de l'autre, et serait proportionnelle au produit des masses

de ces divers points. Cette supposition paraît appuyée par l'analogie

et semble même indiquée par plusieurs phénomènes. On sait que la

combinaison de deux corps est souvent favorisée par la présence d'un

troisième. Ainsi, par exemple, comme l'a observé M. Dœbereiner, le

platine réduit en éponge facilite la combinaison de l'oxygène et de

l'hydrogène. De plus, les expériences de M. Mitscherlich, en prou-

vant que les forces moléculaires sont modifiées par la température,

donnent lieu de croire qu'il faut considérer les molécules des corps
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plutôt comme des systèmes d'atomes ou de points matériels, que

comme des masses continues; et, dans la première de ces deux hypo-

thèses, la cristallisation semble indiquer une tendance des atomes à

se grouper entre eux de manière à constituer les sommets de certains

polyèdres de formes déterminées. On ne voit même a priori rien qui

empêche d'admettre des actions moléculaires dont les directions et

les intensités dépendraient en partie des vitesses de points matériels,

ou au moins des directions de ces vitesses. C'est précisément ce qu'a

fait Ampère dans sa théorie des phénomènes électrodynamiques, et

de l'action mutuelle de deux courants électriques. J'ajouterai ici une

remarque qui me semble utile pour fixer la signification précise de ce

qu'on appelle un courant électrique. Je crois, avec la plupart des phy-

siciens, que, dans un tel courant, ce qui se déplace et se propage avec

une très grande vitesse, ce n'est pas le fluide électrique, mais plutôt

un mouvement résultant de compositions et décompositions succes-

sives de ce fluide, ou peut-être même un mouvement analogue aux

vibrations sonores ou lumineuses de l'air ou du fluide éthéré.

Les seules actions binaires dont la loi nous soit bien connue sont

celles qui varient en raison inverse du carré de la distance. Si les

actions ternaires, quaternaires, etc. étaient de l'ordre des rapports

qu'on obtient en divisant l'unité par les cubes, ou les puissances qua-

trièmes, etc., des distances, ou même d'un ordre plus élevé, elles

s'aff'aibliraient pour des distances considérables, de manière à pouvoir

être négligées vis-à-vis des actions binaires, ce qui expliquerait com-

ment il arrive qu'alors la considération des actions binaires suffît à

l'explication des phénomènes.

Au reste, je ne propose ici les actions ternaires, quaternaires, etc.

que comme une hypothèse à laquelle il pourrait être bon de recourir

s'il était prouvé qu'en admettant seulement des actions binaires on

ne peut parvenir à se rendre compte de tous les faits observés.
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296.

Géométrie. — Mémoire sur de nouveaux théorèmes de Géométrie et, en

particulier, sur le module de rotation d'un système de lignes droites

menées par les divers points d'une directrice donnée.

C. R., T. XXI, p. 273 ( 3o juillet i845).

Les résultats obtenus dans ce Mémoire seront développés dans les

prochaines séances.

297.

Géométrie analytique. — Sur divers théorèmes de Géométrie analytique.

C. R., T. XXI, p. 3o5 (4 août 1845 ).

On connaît l'élégant théorème de Géométrie analytique qui fournit

le cosinus de l'angle compris entre deux droites dont les positions

sont déterminées à l'aide des cosinus des angles que forment ces

droites avec trois axes rectilignes et rectangulaires. Suivant ce théo-

rème, si l'on multiplie l'un par l'autre les cosinus des deux angles

que les deux droites forment avec un même axe, la somme des trois

produits de cette forme, correspondants aux trois axes, sera précisé-

ment le cosinus de l'angle compris entre les deux droites. Concevons

maintenant que les trois axes donnés, cessant d'être rectangulaires,

comprennent entre deux des angles quelconques, et au système de ces

trois axes joignons un second système d'axes respectivement perpen-

diculaires aux plans des trois premiers. Les axes primitifs seront eux-

mêmes perpendiculaires aux plans formés par les nouveaux axes, et

les deux systèmes d'axes seront ce que nous appellerons deux sys-

tèmes A'axes conjugués. Nous dirons, en particulier, que l'un de ces

axes, pris dans l'un des deux systèmes, a pour conjugué celui des axes

de l'autre système qui ne le coupe pas à angles droits. Gela posé, le
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théorème rappelé ci-dessus, et relatif à un système d'axes rectangu-

laires, se trouve évidemment compris dans un théorème général dont

voici l'énoncé :

Théorème. — Considérons, d'une part, deux droites quelconques

,

d'autre part, deux systèmes d'axes conjugués. Supposons d'ailleurs que,

en attribuant à chaque droite et à chaque axe une direction déterminée,

on multiplie l'un par l'autre les cosinus des angles que forme un axe du

premier système avec la première droite, et l'axe conjugué du second sys-

tème avec la seconde droite, puis que l'on divise le produit ainsi obtenu

par le cosinus de l'angle que ces deux axes conjugués comprennent entre

eux. La somme des trois quotients de cette espèce, correspondants aux

trois couples d'axes conjugués, sera précisément le cosinus de l'angle

compris entre les deux droites données.

Pour démontrer immédiatement ce théorème, il suffît de projeter la

première droite sur la seconde, en observant que cette droite peut

être considérée comme la diagonale d'un parallélépipède dont les

arêtes seraient parallèles aux axes du second système.

Il est bon d'observer qu'on peut échanger entre elles les deux

droites données sans échanger entre eux les deux systèmes d'axes ;

d'où il suit que le théorème énoncé fournit deux expressions diffé-

rentes du cosinus de l'angle renfermé entre les deux droites.

On pourrait aussi, au cosinus de l'angle que forme un axe du second

système avec la seconde droite ou avec l'axe conjugué du premier

système, substituer le sinus de l'angle que cette droite ou cet axe

conjugué forme avec le plan des deux autres axes du second système.

Toutefois, en opérant cette substitution, on devrait convenir de re-

garder l'angle formé par une droite avec un plan tantôt comme posi-

tif, tantôt comme négatif, suivant que la direction de cette droite

pourrait être représentée par une longueur mesurée à partir du plan

donné, d'un certain côté de ce même plan ou du côté opposé. On se

trouverait ainsi ramené à une formule qui ne diffère pas au fond de

celles qu'ont proposées, pour la transformation des coordonnées
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obliques, divers auteurs, et spécialement M. Français. On pourrait

d'ailleurs, de ces dernières formules, revenir directement au théo-

rème énoncé. Ainsi ce théorème peut être considéré à la rigueur

comme implicitement renfermé dans des formules déjà connues.

Observons néanmoins que les auteurs de ces formules les avaient éta-

blies sans parler de la convention que nous avons indiquée, et qui

nous paraît nécessaire pour dissiper toute incertitude sur le sens des

notations adoptées.

J'ajouterai ici une remarque qui, je crois, n'avait pas encore été

faite, c'est que, du théorème particulier relatif au cas où les axes

sont rectangulaires, on peut déduire, immédiatement et sans figure,

la formule que Lagrange a donnée pour base à la Trigonométrie sphé-

rique.

Enfin je joins à cette Note une formule dont je donnerai la démon-

stration dans un autre article, et qui fait connaître une propriété

remarquable de deux courbes quelconques tracées à volonté sur une

surface courbe.

Analyse.

§ I. — Sur quelques théorèmes de Géométrie analytique.

Les énoncés de plusieurs des théorèmes fondamentaux de la Géo-

métrie analytique se simplifient lorsqu'on a soin de distinguer les

projections absolues d'un rayon vecteur, sur des axes coordonnés rec-

tangulaires, des projections algébriques de ce même rayon vecteur,

ainsi que je l'ai fait dans les préliminaires de mes Leçons sur les appli-

cations du Calcul infinitésimal à la Géométrie. On peut même, avec

avantage, étendre la distinction des projections absolues et des pro-

jections algébriques au cas où le rayon vecteur est projeté sur des

droites quelconques, les projections pouvant d'ailleurs être ou ortho-

gonales ou obliques. Entrons à ce sujet dans quelques détails.

Soient r, s deux longueurs mesurées sur deux droites distinctes, et

dans des directions déterminées, savoir, la première entre deux
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points donnés A et B, dans la direction AB; la seconde entre deux

autres points G et D, dans la direction CD. Pour projeter la longueur r,

et ses deux extrémités A, B, sur la droite CD, il suffira de mener, par

les points A et B, deux plans parallèles à un plan fixe donné. Les

points a et b, où ces deux plans rencontreraient la droite CD, seront

précisément les projections des deux points A, B; et si l'on nomme p

la distance qui sépare le point b, c'est-à-dire la projection du point B,

du point a, c'est-à-dire de la projection du point A, cette distance p,

mesurée dans la direction ab, sera précisément [2i projection orthogo-

nale ou oblique de la longueur r, savoir, \ià projection orthogonale,

si le plan fixe donné est perpendiculaire à la droite CD, et \2i projec-

tion oblique dans le cas contraire. D'ailleurs les directions des lon-

gueurs s, p, mesurées sur une même droite, la première dans le

sens CD, la seconde dans le sens ab, seront nécessairement, ou une

seule et même direction, ou deux directions opposées l'une à l'autre.

Cela posé, la projection absolue p, prise dans le premier cas avec le

signe +, dans le second cas avec le signe —, sera précisément ce que

nous appellerons \'à projection algébrique de la longueur r sur la direc-

tion de la longueur s.

Concevons maintenant que, en faisant usage de la notation généra-

lement adoptée, on désigne par (r, s) l'angle aigu ou obtus que

forment entre elles deux longueurs r, s, mesurées chacune dans une

direction déterminée. Alors, en supposant les projections orthogo-

nales, on aura évidemment

p z= r cos(/-, p).

De plus, la projection algébrique de r, sur la direction de s, sera -t- p

ou — p, suivant que la direction de p sera la direction même de s, ou

la direction opposée; et, comme on aura, dans le premier cas,

cos(r, p) = cos(/', s),

dans le second cas
cos(/-, p) =— cos(/-, s),

il en résulte que la projection algébrique de r sur la direction de s
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sera représentée, dans l'un et l'autre cas, par le produit

(i) rcos{r,s).

Supposons à présent que les projections, au lieu d'être orthogo-

nales, soient obliques, et, après avoir mené une droite perpendicu-

laire au plan fixe, nommons t une longueur mesurée sur cette droite

dans une direction déterminée. Alors les projections absolues et

même les projections algébriques des longueurs r et p, sur la direc-

tion de t, seront évidemment égales entre elles. On aura donc

pcos{p, t):= r cos{r, t)

et, par suite,

cos(r, t)
(a)

cos(p,

De plus, pour obtenir la projection algébrique de la longueur r sur la

direction de s, il suffira de prendre p avec le signe + ou avec le

signe—, suivant que la direction de p sera la direction de s ou la

direction opposée; il suffira donc de remplacer, dans le second

membre de la formule (2), la quantité cos(p, /) par la quantité

cos(^, t) égale, au signe près, à la première. Donc la projection algé-

brique de r sur la direction de s sera

(3)
^.c os(/-, t)

^

C0S(5, t)

Supposons maintenant qu'un point mobile P passe de la position A
à la position B, en parcourant, non plus la longueur r, mais les divers

côtés u, V, w, ... d'une portion de polygone qui joigne le point A au

point B, et attribuons à chacun de ces côtés la direction indiquée par

le mouvement du point P. Soit d'ailleurs p la projection du point

mobile P sur la droite CD, et nommons toujours a, b les projections

respectives des deux points A, B sur la même droite. Tandis que le

point mobile P passera de la position A à la position B, en parcourant

successivement les diverses longueurs u, v, w, . . . , le point mobile p
passera de la position a à la position b, en parcourant successivement
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sur la droite CD les projections des diverses longueurs u, v, w, . . ., et

l'une quelconque de ces projections, celle de u par exemple, sera par-

courue dans le sens indiqué par la direction du rayon vecteur p ou

dans le sens opposé, suivant que la projection algébrique de la lon-

gueur w sur la direction de p sera positive ou négative. 11 en résulte

que la longueur p, ou la projection algébrique de la longueur r sur la

direction de p, sera équivalente à la somme des projections algé-

briques des longueurs m, ç, w, ... sur la même direction. Par suite

aussi, puisque la direction de s est toujours, ou la direction même
de p, ou la direction opposée, si l'on projette, d'une part, la lon-

gueur r, d'autre part, les longueurs u, i^, w, . .. sur la direction de s,

on obtiendra une projection algébrique de r équivalente à la somme

des projections algébriques de u, i^, w, Donc, en supposant les

projections orthogonales, on trouvera

(4) /•COS(r, s) =r u COS(«, s) -h ('COS((', s) -{- «^cos(hp', 5) +. . . .

Ces prémisses étant établies, concevons que les positions des diffé-

rents points de l'espace soient rapportées à trois axes obliques qui

partent d'un même point 0. Nommons x, y, z trois longueurs portées

sur les trois axes, et mesurées chacune, à partir du point 0, dans une

direction déterminée. Soient encore

X, Y, Z

trois longueurs mesurées, à partir du point 0, sur trois axes respecti-

vement perpendiculaires aux plans

yz, zx, xy.

Concevons, de plus, que l'on construise un parallélépipède dont la

longueur r soit la diagonale, les trois arêtes u, v, w étant respective-

ment parallèles aux axes sur lesquels se mesurent les longueurs x, y, z,

et attribuons à ces trois arêtes les directions indiquées par le mouve-

ment d'un point qui passe, en parcourant ces mêmes arêtes, de l'ex-

trémité A de la diagonale r à l'extrémité B. Enfin, projetons cette
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diagonale et les trois arêtes sur la direction d'une longueur quel-

conque s. On aura, en vertu de la formule (4),

(5) rcos{r,s)-=:ucos{u,s)-hi'COs{i',s)-+-wcos,{iv,s),

ou, ce qui revient au même,

(6) cos(r, s) —. - cos(m, 5)+ - cos((', s) + ~ cos(mp', s).

D'ailleurs, u étant précisément la projection absolue qu'on obtient

pour la longueur r, quand on projette cette longueur sur l'axe de a-,

à l'aide de plans parallèles au plan fixe des yz, on aura, en vertu de la

formule (2),

/ N cos(r, X)
(7) u = r— ;

'[
y

cos(m, X)

par conséquent,

/gv u __ cos(r, X)
r

~'
cos(m, X)'

et cette dernière formule continuera évidemment de subsister quand

on y remplacera u par ç, et X par Y, ou u par w, et X par Z. Donc l'é-

quation (6) donnera

(q) cos(r s) =z
cos(r,X)cos(M,^) cos(r, Y) cos((% 5) cos(r, Z) cos(iv,^)^ ^ cos(«,X) cos((^Y) "^ cos((4',Z)

D'autre part, il est clair qu'on n'altérera pas le second membre de la

formule (9) si l'on y remplace, séparément ou simultanément, u

par X, (^ par y, «^ par z. En effet, la direction de u étant ou la direction

de X ou la direction opposée, on aura, dans le premier cas,

cos(w, 5) — C0S(X,.9), cos(«, X) = cos(x, X),

dans le second cas,

cos(«, 5)
— — cos(x, s), cos(m, X) =— cos(x, X),

et dans les deux cas,

cos{u,s) cos(x, 5)

cos(w, X) ~ cos(x, X)
*
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Donc la formule (9) pourra être réduite à la suivante :

, . , , cos(/-, X) cos(,ç, x) cos(r, Y) cos(5, y) cos(r, Z) cos(5, z)

<"" ""^"-'^'^ cos(x,X) +—c^sly.Y) + cos(z,Z) '

Ajoutons que les axes sur lesquels se mesurent les longueurs

X, Y, Z

étant, par hypothèse, perpendiculaires aux plans

yz, zx, xy,

les axes sur lesquels se mesurent les longueurs

X, y, z

seront eux-mêmes perpendiculaires aux plans

YZ, ZX, XY.

Donc ces deux systèmes d'axes, que nous nommerons systèmes d'axes

conjugués (l'axe sur lequel se mesure X étant le conjugué de l'axe sur

lequel se mesure x, etc.), pourront être échangés entre eux dans la

formule (10), et l'on aura encore

, ,
, - cos(r, x) cos(5, X) cos(r, y) cos(5, Y) cosfr, z) cos(5, Z)

^ ^
V

» / cos(x, X) cos(y, Y) cos(z, Z)

Chacune des formules (10), (11) est une expression analytique du

théorème fondamental énoncé dans le préambule du présent article.

Si, en faisant coïncider le point A avec le point 0, et les demi-axes

des coordonnées positives avec les directions des longueurs

X, y, z,

on nomme
•^, y, -

les coordonnées rectilignes du point A, rapportées à ces demi-axes,

alors X sera précisément la projection algébrique du rayon vecteur r

sur la direction de x, la projection étant effectuée à l'aide de plans

parallèles au plan des yz, et perpendiculairement à X. Donc alors on
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obtiendra x en remplaçant, dans l'expression (3), s par x, et t par X;

en sorte qu'on aura
cos(r, X) _ , »X =zr ;—:i—

.

On trouvera de même

(12) {y = '-

cos(x, X)

cos(r, Y)

ces (y, Yy

cos(r, Z)

cos(z, Z)

Alors aussi on pourra évidemment, dans la formule (5), remplacer

les quantités u, v, w par les coordonnées x,y, z, qui seront respecti-

vement égales, aux signes près, à ces mêmes quantités, pourvu que

l'on remplace en même temps les trois angles

(m, 5), {v,s), {w,s)

par les angles
(x, 5), {y, s), {z, s),

respectivement égaux aux trois premiers ou à leurs suppléments. On

aura donc encore

(i3) /•cos(r, s) = a;cos(x, s) +y cos(y, s) -f- scos(z, s).

On peut immédiatement déduire des formules (12) et (i3) celles

qui servent à la transformation des coordonnées obliques. En effet,

soient

Je nouvelles coordonnées du point B, relatives à de nouveaux axes

rectilignes qui continuent de passer par le point ; et supposons que,

pour le nouveau système d'axes, les longueurs, précédemment repré-

sentées par
X, y, z, X, Y, Z,

deviennent

^/' y/' ^/» ^1* */» ^/'

Alors, en vertu des formules (12), on aura, par exemple,

(.4)
/cosCr.X)

' cos(x„ XJ
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et, d'ailleurs, la formule (i3) donnera

(i5) r cos(r, X,) = ^cos(x, X,) + j cos(y, X,) -h z cos(z, X,),

On trouvera donc

_ ^cos(x, X,) -+- jcos(y, X,) -h zcos{z, X,)
(r6)

cos(x, X,)

Quant aux valeurs de j,, ^,, on les obtiendra en remplaçant X, par Y
ou par Z, dans les deux termes de la fraction qui représente ici la

valeur de cc^, et, de plus, x par y ou par z dans le dénominateur.

Si les axes coordonnés deviennent rectangulaires, alors les axes

sur lesquels se mesurent les longueurs x, y, z se confondront avec

les axes sur lesquels se mesurent les longueurs X, Y, Z, et, par suite,

les formules (lo), (12), (16) donneront simplement, comme on devait

s'y attendre,

(17) cos(r, 5)= cos(r, x) cos(5, x) + cos(r, y) cosC^, y) + cos(/-, z) cos{s,2),

(18) a; = rcos{r,x), y = rcos(r,y), z = rcos{r,z),

(19) 0^,= ^cos(x, x,) 4- jcos(y, X,) + 5Cos(z, x,).

§ II. — Sur la formule que Lagrange a donnée pour base

à la Trigonométrie sphérique.

Considérons un angle solide trièdre, dont les côtés soient pro-

longés, à partir du sommet 0, dans des directions déterminées OA,

OB, OC. Nommons r, s, t trois longueurs mesurées à partir du point

dans ces mêmes directions, et représentons par

cf, b, c

is,t), {t,r), {r,s).

a, 6, y

les angles dièdres opposés à ces angles plans. On pourra, comme

les angles plans

Enfin soient
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Lagrange l'a fait voir, déduire toute la Trigonométrie sphérique de

la seule formule

(i) cosa == cos6 cosc + sinZ» sine cosa.

J'ajoute que cette formule est comprise, comme cas particulier, dans

celle qui sert à évaluer l'angle de deux droites dont les positions sont

rapportées à un système d'axes rectangulaires, c'est-à-dire que la for-

mule (i) est une conséquence immédiate de la formule (17) du § I.

C'est ce que je vais démontrer en peu de mots.

Rapportons la position d'un point quelconque à trois axes rectan-

gulaires menés par le point 0, et prolongés chacun dans une direc-

tion donnée. Supposons d'ailleurs que de ces trois axes rectangulaires

le premier soit précisément celui sur lequel se mesure la longueur r,

le deuxième étant situé dans le plan rs, et dirigé par rapport à r du

même côté que la longueur s. Enfin, supposons le troisième axe

dirigé par rapport au plan rs du même côté que la longueur t. Si,

pour fixer les idées, on nomme s^, /, deux longueurs mesurées sur le

deuxième et sur le troisième axe dans les directions de ces mêmes

axes, alors la formule (17) du § I, appliquée à la détermination de

l'angle a compris entre les directions des longueurs s et t, donnera

(2) cos(5, f) — cos(.ç, r)cos(^, r) -\- co%{s, s,) co={t, s,) -h cos>{s, t,)cos{t, t,).

D'ailleurs, i, étant perpendiculaire au plan rs, et par conséquent à s,

on aura

(3) C0S(5, ^,) = o.

De plus, s^ étant perpendiculaire à r et dirigé par rapport à r du même
côté que s, on aura

(4) cos(^, .y,) =:sin(,ç, r).

Enfin, pour obtenir la projection algébrique de t sur la direction

de 5,, ou le produit /cos(/,^,), il suffira évidemment de projeter

d'abord t sur le plan 5/, perpendiculaire à r, puis la projection
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absolue t ainsi obtenue et déterminée par l'équation

T=: tsin(t, r)

sur la direction de s^. Donc la projection algébrique de t sur 5 sera

Tsin(T, ^,)=: t?,in{t, /•) cos(t, 5,),

en sorte qu'on aura

tsin{t,s^) z=: tsin{t, r) cos(t, s,)

et, par suite,

cos{t,s,)=z sin(^, r) cos(t, 5,).

Mais l'angle (t, ^,), compris entre les longueurs t et 5,, mesurées per-

pendiculairement à r, dans les deux plans rt, rs, et dirigées, par rap-

port à r, la première du même côté que la longueur /, la seconde du

même côté que la longueur s, sera précisément l'angle dièdre a, com-

pris entre les deux plans rt, rs. On aura donc encore

(5) cos(/^, 5,) = sin(^, /•) cosa.

Si maintenant on substitue dans l'équation (2) les valeurs de

C0S(5, f,), C0S(5, 5,), COS(^, 5,),

fournies par les équations (3), (4), (5), on obtiendra la formule

(6) cos(5, = cos(5, /)cos(^/-) + sin(5, /•)sin(f, /Ocosot,

c'est-à-dire l'équation (i).

§ III. — Sur une propriété remarquable de deux systèmes de lignes

tracées sur une surface courbe.

Supposons que la position d'un point mobile P, assujetti à rester

sur une certaine surface courbe, soit déterminée à l'aide de deux

coordonnées quelconques ou paramètres variables s, t. On pourra

tracer sur ces surfaces : i*" un système de courbes dont chacune cor-

responde à une valeur constante de /; 2"" un système de courbes dont
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chacune corresponde à une valeur constante de s. Cela posé, nom-

mons

ç l'arc d'une courbe appartenant au premier système, c'est-à-dire

d'une courbe sur laquelle s seul varie;

T l'arc d'une courbe appartenant au second système, c'est-à-dire d'une

courbe sur laquelle t seul varie;

l'angle formé en un point P de la surface par les arcs ç, t de deux

courbes qui appartiennent, l'une au premier système, l'autre au

second;

ps le rayon de courbure de l'arc ç, mesuré à partir du point P;

pt le rayon de courbure de l'arc t, mesuré à partir du point P;

p,, p,^ les rayons de courbure principaux de la surface au même point.

Enfin nommons, pour abréger, 6^, 6^ les angles que forment, au

point P, le rayon vecteur p^ avec l'arc t, et le rayon vecteur p^ avec

l'arc ^; puis désignons par (p,, p^J l'angle qui se trouve compris entre

les rayons de courbure principaux p,, p,^, et qui se réduit toujours à o

ou à 'K. On aura généralement

cos 9s j. cos 9i

J>sï)tCosà _ '~^ _ '
pi ^ cos(p„ p„) g.^,^

D,çî)iT D<T . BsÇ p,p„

Dscosd Btcosà /cosSA* /cosôA^ cos 0^ cos 0,

ps Pt

cos9s AD, cos 5
2 COS (5*

ps ) D,r

Dans un prochain article, j'établirai cette formule remarquable et

d'autres du même genre, puis je montrerai diverses conséquences

importantes de ces deux formules qui comprennent, comme cas par-

ticuliers, des équations déjà connues.

OEuvres de C. — S. \, t. IX. 3^
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298.

Analyse mathématique. — Mémoire sur divers théorèmes d'Analyse

et de Calcul intégral.

C. R., T. XXI, p. 407 (18 août 1845).

Les résultats auxquels je suis parvenu dans ce Mémoire devant être

publiés dans les Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, je

me bornerai à indiquer ici, en peu de mots, quelques-uns d'entre

eux.

§ L — Théorèmes divers d'Analyse.

Soient

<^i> ^i> ^i> • • • » "i>

«2, O2, C2, . • • , «2>

^ny ^ny ^m • • • > "«

des quantités représentées par n lettres diverses

a, b, c, ..., h,

auxquelles on applique successivement les n indices

I, 2, o, • • • , ^»

en sorte que le nombre total de ces quantités soit n'^.

Soient, de plus,

^f y y •2» • • •

n autres quantités, et

U, Vy W, ...

n fonctions linéaires de x, y, z, ..., déterminées par n équations de

la forme

Ia^x
-\- biy -\- CiZ + . . .^=z u,

a^x -\- bzY + C2S +. . .= p,

tts^-L- 637+ C3S-I-. . .= W,
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Enfin, supposons que les valeurs des variables

a;, y, z, ...

et d'une nouvelle variable s soient déterminées par la formule

U V w
(2) - = - = -=...= $,
^ ' ce y z

jointe aux équations (i). En vertu de cette formule, s vérifiera géné-

ralement une certaine équation de condition

(3) F(5) = o,

dont le degré sera n, et dont le premier membre sera ce que devient

la fonction alternée

(4) S{±a,b,c,...h„)

quand on y suppose chacune des n quantités

«1, 0-2, C3, • • . j fin

diminuée de la variable s, c'est-à-dire quand on y remplace ^, par

a, — Sf puis ^2 P^r b^ — s, .. ., puis, enfin, h„ par h^ — s. Il en résulte

que l'expression (4) sera précisément égale au produit des n racines

de l'équation (3).

Il est bon d'observer que, pour obtenir l'équation (3), il suffit

généralement d'éliminer ce, y, z, ... de la formule (2), en tenant

compte des équations (i). A la vérité, dans certains cas particuliers,

l'élimination, effectuée d'une certaine manière, abaisserait le degré

de l'équation (3) au-dessous du nombre n. Mais on retrouverait alors

l'équation complète du degré n, en commençant par éliminer x, y,

z, . . . des équations

(5) -=s, -=.s„ -=s„,

substituées à la formule (2), et en posant ensuite dans l'équation

résultante s = s, s^ = s, ..., après avoir réduit le premier membre de
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cette équation à une fonction linéaire de chacune des quantités s, j,,

5, , . . ., en faisant disparaître, au besoin, les dénominateurs.

Concevons maintenant que, à la place des n variables

^, y, z, ...,

on considère n^ quantités nouvelles

•^1» ^i> ^i> • • • >

^2> Jl^ Zl> • • • 1

•^3» yil z%t • »

i , .
.

, .
.

,

qui se trouvent représentées à l'aide des indices

successivement appliqués à ces variables; et désignons encore par

"i, ^'i, «^1, •••,

ou par
«î, Pî, w^, ...,

ou par
"3, (^3, «'3 > • • • »

, . . , . .
,

les valeurs qu'on obtiendra pour

U, V, w, ...,

en appliquant aux lettres

X, y, z, ...

l'indice i, ou l'indice 2, ou l'indice 3, .... Enfin, supposons que,

n variables nouvelles étant représentées par

a, 6, y , • * •

,

on assujettisse ces dernières variables et la variable s à vérifier, non

plus la formule (2), mais la suivante

'
oc 6 y
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L'équation

(7) S = o,

produite par l'élimination de a, p, y, . . ., aura pour premier membre

s ce que devient la fonction alternée

(8) S(± Mit'2«^3.. .)

quand on y suppose chacune des n quantités

Hy V^, VV3,

diminuée de la variable s\ et le produit des n racines de cette équa-

tion sera précisément la fonction (8).

Mais, d'autre part, si Ton pose, pour abréger,

(9)

la formule (6) deviendra

ai^&4- 6i^4- Cl 3b -+-... _a2<X + 02^4-022)+... asX + 63^-4- c,2) -+-...

a 6 y

Posons maintenant

(11) (D = S(±a,62C3...A;,),

et nommons
A^, A2, A3, . .

.
, A^,

Bi, B^, J?3, . . ., Bn,

//l, H^, IJ3, . , ., Ifn

les coefficients respectifs des quantités

ai, a2, «3, . .
.

,

«ï;,,

^1, ^s, ^3, ••., 6»,

.., ••, .., •••, •.,

hi, hi, Aj, ..., hny
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dans le second membre de la formule (12). On aura dès lors, identi-

quement,

] Aibi-{- A^b^^. . .-{- Anbn= o, ..., H^by-^ H^b^-^-. . .+ Hf^bn^o,
(12) (

J » • • •> »

et par suite on tirera de la formule (10)

(QX=s{Ai(x-hA^6-h ^sy + ...),

(i3) ^
m ^s{BiOi-hB,e-hB,y+...),

0:)% -sidoc^C^S-^Cy-h...),

Or, si l'on élimine a, ê, y, . . . de ces dernières formules, jointes aux

équations (9), on trouvera

(i4) S[±{(Qa^,-sA,){Œ>y,-sB,){(Qz,-sC,) ...] = o.

L'équation (i4) devant se confondre avec l'équation (7), les coeffi-

cients des puissances semblables de s, dans ces deux équations,

devront être proportionnels entre eux. On obtiendra ainsi diverses

formules dignes de remarque. Si, en particulier, on compare entre

eux les coefficients des puissances extrêmes, on trouvera

(i5) S{± u,i^,w, . . .) = D^è{± x,y,z, . . .),

la valeur de ^ étant

(16) !K=z
""

s{±AiBiC,...)

D'ailleurs comme, en supposant les quantités

^1, Xi, Xi, ..., ji, 7j, /a, ..., Zi, Zi, «3,

toutes réduites à zéro à l'exception de

^15 JK25 ^3> • • • y
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et prenant d'ailleurs

on réduira le système des quantités

Xi, ^2, ^j, ..., 7i, fi, 73, ..., ^1, Zi, Zi, ...

au système des quantités

ai, «2» ^3> •••> ^l> ^2» ^3> •••> ^1> ^2> ^3i •••>

la formule (i5) donnera encore

(17) t){. = s{±aib^Cs...) = Œ).

Donc on tirera des formules (i5) et (16)

(18) S(± «i^'î^'s. . .) = s{±aibiC3.. .)s{±a:iyzZ3.. .)

et

(19) S(±^i^jC3...) = ®"-*-

Les équations (18), (19) étaient déjà connues, et font partie de celles

que j'ai données, il y a longtemps, dans le Journal de l'École Polytech-

nique. Mais la méthode que nous venons de suivre pour y parvenir, et

à l'aide de laquelle on peut aussi établir directement d'autres for-

mules du même genre, nous a paru ne pas être sans intérêt.

§ II. — Théorèmes de Calcul intégral.

Considérons une intégrale multiple de la forme

(1) fff...\Ldxdydz...,

le nombre des variables x, y, z, ... étant égal à n, et supposons que

l'on substitue aux variables x,y, z, ... d'autres variables u, v, w, ...,

liées aux premières par ti équations données. Alors, en adoptant la

méthode suivie par Lagrange, pour le cas de trois variables, dans les

Mémoires de VAcadémie de Berlin de 1773, on trouvera

^^^ Sff- '^dxdydz . . .—JJJ\ . .'k.S.dudv dw . . .,
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A étant la valeur numérique do la fonction différentielle alternée

S(±D„a.D,/D^5...).

D'ailleurs, en vertu des principes établis dans le § I, cette valeur nu-

mérique sera précisément le produit des n racines de l'équation

(3) S = o,

qu'on obtient en éliminant les différentielles

du, dVy dw,

de la formule

,
dx dy dz

^^^ dû-d^-d^ '
^

^'

jointe aux équations qui expriment dx, dy, dz, ... en fonctions

linéaires de du, dv, dw, De cette remarque on déduit immé-

diatement la proposition suivante :

Théorème. — Étant donnée une intégrale multiple relative à n variables

X, y, z, . . . , si l'on veut à ces variables en substituer d'autres

U, V, w, ...,

liées auxpremières, directement ou indirectement, par des équations don-

nées, et trouver le coefficient par lequel on doit alors multiplier lafonction

sous le signe f,
il suffira de former l'équation en s, et du degré n, à

laquelle on parvient quand on élimine toutes les différentielles de lafor-

mule (4), puis de prendre, pour le coefficient cherché, le produit des

n racines de cette équation, ou plutôt la valeur numérique de ce produit.

Cette proposition fournit une règle d'autant plus commode dans la

pratique qu'elle s'applique au cas même où les variables x, y, z, ...

dx
(!) On ne doit pas confondre -r-i ou le rapport de la différentielle totale de a; à la dif-

férentielle du u, avec la dérivée

r,
daX
du

qui est le rapport de la différentielle partielle duX k du.
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seraient des fonctions implicites des variables nouvelles m, i^, w, . . .,

les unes étant liées aux autres par des équations quelconques, qui

pourraient même renfermer des variables auxiliaires. Il suifira, dans

tous les cas, d'éliminer toutes les différentielles. D'ailleurs, si l'éli-

mination effectuée d'une certaine manière abaissait le degré n de

l'équation (3), il suffirait, pour faire disparaître cet inconvénient,

de recourir à l'artifice de calcul indiqué dans le § I.

Il importe d'observer que, dans le cas où les racines de l'équa-

tion (3) sont toutes réelles, le théorème énoncé peut être démontré

directement avec la plus grande facilité, et presque sans calcul.

Remarquons encore qu'à l'équation (3) on pourrait sans inconvé-

nient substituer la formule

(5) ±~=±^^=±^= -^sdu dv dw '
' '

en fixant arbitrairement le signe qui précède chaque rapport.

Appliquons en particulier le théorème énoncé au cas où il s'agit de

remplacer les n variables

X, y, z, ...

par d'autres variables

liées aux premières par des équations de la forme

(6) x — ru, y = rf', z — rw, ...,

la quantité u étant elle-même une fonction de w, ^, tv, . .
. , déterminée

par l'équation

(7) f(u,ç,w, ...) = i.

Alors, en posant, pour abréger,

(8) = f(«, .-,«., ...),

on trouvera

(q) -4- \ — ^n -1 " I>»Q + t' I),e + » 1)^0 +

.

.

D„0
OEuvres de C. — s. 1,1. IX. 35



274 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE.

Si se réduit à une fonction de u, i^, w, ... homogène et du pre-

mier degré, on aura simplement

(,o) ±A=,-.-j3^.

La transformation .que nous venons d'indiquer est surtout utile

dans le cas où il s'agit de transformer une intégrale

f f I . . .\ dx dy dz. . .

,

étendue à toutes les valeurs de x, y, z, ... qui vérifient la condition

(II) {{œ,y,z,...)tB,

désignant une constante quelconque. Alors, en effet, dans l'inté-

grale transformée, l'intégration relative à la variable rpeut être sup-

posée effectuée entre les limites constantes

(i2) r = o, r — Q.

Lorsque la fonction ï{u, v,w, .. .) se réduit à la somme

on peut à la transformation précédente faire succéder la transfor-

mation connue qui permet de remplacer, dans le cas de deux ou de

trois variables, des coordonnées rectangulaires par des coordonnées

polaires. Alors aussi, en supposant : i'' que k dépende de deux fonc-

tions de X, y, z, . . . , entières et homogènes, l'une du premier, l'autre

du second degré; 2" que l'intégrale (i) s'étende à toutes les valeurs

réelles, positives ou négatives, de ^, j, ^, ..., on pourra réduire

cette intégrale h une intégrale double, en suivant la marche que j'ai

tracée, pour le cas de trois variables, dans la 49*" livraison Aqs Exer-

cices de Mathématiques ('). Il y a plus : l'intégrale (i), dans l'hypo-

thèse admise, pourra être réduite à une intégrale simple, si k est le

produit de deux facteurs dont l'un dépende uniquement du rapport

(') OEiivres de Cauchy, S. II, T. IX, p. SjS et suiv.
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qui existe entre la première fonction homogène et la racine carrée de

la seconde, l'autre facteur étant une exponentielle dont l'exposant

soit proportionnel à cette racine carrée.

299.

Géométrie. — Rapport sur un Mémoire de M. Ossian Bonnet, concernant

quelques propriétés générales des surfaces et des lignes tracées sur les

surfaces.

C. R., T. XXI, p. 'ie/, (8 septembre i845).

L'Académie nous a chargés, MM. Poncelet, Lamé et moi, de lui

rendre compte d'un Mémoire qui lui a été présenté par M. Ossian

Bonnet et qui se rapporte à des propriétés générales des surfaces

courbes et des lignes tracées sur ces surfaces. Dans ce Mémoire, l'au-

teur ne se borne pas à donner des démonstrations nouvelles, et géné-

ralement très simples, de diverses propositions et formules relatives

à la théorie des surfaces courbes, et en particulier des propositions

que M. Gauss a établies dans le beau Mémoire intitulé : Disquisitiones

générales circa superficies curvas. Mais les méthodes auxquelles

3Î. Bonnet a eu recours, en s'appuyant principalement sur des consi-

dérations géométriques, jointes à l'emploi des infiniment petits,

l'ont conduit encore à des propositions et à des formules qui n'étaient

pas connues.

Nous avons vérifié une grande partie des formules nouvelles obte-

nues par M. Bonnet, et nous en avons constaté l'exactitude. Nous

avons surtout remarqué celles qui sont relatives à deux systèmes de

lignes orthogonales, tracées sur une surface courbe. Lorsque ces

lignes se réduisent aux lignes de courbure, les formules établies par

M. Bonnet se confondent en partie avec celles qui ont été données

par divers auteurs, spécialement par M. Lamé et par M. Bertrand.

Mais, lorsque la condition énoncée cesse d'être remplie, alors, pour
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retrouver des formules qui offrent quelque analogie avec celles qui

étaient déjà connues, il convient d'introduire dans le calcul, ainsi que

l'a fait M. Bonnet, un nouvel élément, savoir, l'angle que forme le plan

osculateur de chaque courbe avec le plan tangent à la surface, ou, ce

qui revient au même, l'angle que forme, en un point donné de la sur-

face, le rayon de courbure d'une courbe appartenant à l'un des sys-

tèmes donnés avec la tangente de la courbe qui appartient à l'autre

système. Au reste, on peut s'assurer, comme l'a fait le rapporteur,

que les formules ainsi établies par M. Bonnet sont comprises elles-

mêmes, comme cas particuliers, dans d'autres formules plus géné-

rales, relatives à deux systèmes quelconques de lignes tracées sur une

surface courbe, et formant entre elles, en chaque point, un certain

angle qui peut être à volonté ou aigu, ou obtus, ou même variable

suivant une loi quelconque d'un point à un autre.

Parmi les propositions déjà connues que M. Bonnet a retrouvées et

démontrées fort simplement à l'aide de ses méthodes, on doit remar-

quer le beau théorème de M. Gauss, relatif à la transformation des

surfaces. Suivant ce théorème, pour qu'une surface puisse s'appliquer

sur une autre sans déchirure ni duplicature, il est nécessaire que les

points de ces surfaces se correspondent deux à deux, de telle sorte

que la courbure de la première surface, c'est-à-dire la moyenne géo-

métrique entre ses deux courbures principales, soit, en un point quel-

conque, équivalente à la courbure de la seconde surface dans le point

correspondant. En démontrant ce théorème et la proposition réci-

proque, M. Bonnet a donné aussi le caractère analytique qui distingue

deux lignes correspondantes tracées sur les deux surfaces courbes.

Nous ferons d'ailleurs, au sujet du théorème dont il s'agit, une obser-

vation qui ne pourra manquer d'intéresser l'Académie, car elle a pour

objet une remarque inédite de Lagrange. S'il est souvent possible de

transformer, comme on vient de le dire, une surface donnée sans

déchirure ni duplicature, on peut affirmer que le problème deviendra

insoluble, toutes les fois que la surface, étant convexe et fermée,

devra rester telle après la transformation. Cette dernière proposition
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est une conséquence immédiate de la démonstration que l'un de nous

a donnée du théorème d'Euclide, dans un Mémoire dont la date

remonte à l'année 1812. Lagrange, en accueillant ce Mémoire avec

bienveillance, voulut bien indiquer dès lors à l'auteur la conséquence

que nous venons de rappeler.

On doit remarquer encore, dans le Mémoire de M. Bonnet, la déter-

mination générale de ce que M. Gauss avait nommé la valeur sphérique

d'une aire tracée sur une surface courbe. M. Bonnet a donné, à ce

sujet, une formule qui s'applique au cas où le contour dans lequel

l'aire se trouve comprise est une ligne quelconque, et non pas seule-

ment, comme la formule de M, Gauss, au cas où le contour se compose

de lignes dont le plan osculateur est en chaque point normal à la sur-

face donnée.

En résumé, les Commissaires pensent que le Mémoire de M. Bonnet

est digne d'être approuvé par l'Académie et inséré dans le Recueil des

Savants étrangers.

300.

Analyse mathématique. — Sur le nombre des valeurs égales ou inégales

que peut acquérir une fonction de n variables indépendantes, quand

on permute ces variables entre elles d'une manière quelconque.

C. R., T. XXI, p. 593 (i5 septembre 1845 ).

Je m'étais déjà occupé, il y a plus de trente années (
'

), de la théorie

des permutations, particulièrement du nombre des valeurs que les

fonctions peuvent acquérir; et dernièrement, comme je l'expliquerai

plus en détail dans une prochaine séance, M. Bertrand a joint quelques

nouveaux théorèmes à ceux qu'on avait précédemment établis, à ceux

que j'avais moi-même obtenus. Mais à la proposition de Lagrange,

(') CEuvres de Caucliy, S. II, T. I.

Voir le Journal de l'École Polytechnique, XVIP Cahier, p. i.
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suivant laquelle le nombre des valeurs d'une fonction de n lettres est

toujours un diviseur du produit i.2.3.../z, on avait jusqu'ici ajouté

presque uniquement des théorèmes concernant l'impossibilité d'ob-

tenir des fonctions qui offrent un certain nombre de valeurs. Dans un

nouveau travail, j'ai attaqué directement les deux questions qui con-

sistent à savoir : i" quels sont les nombres de valeurs que peut

acquérir une fonction de n lettres; 2° comment on peut effectivement

former des fonctions pour lesquelles les nombres de valeurs distinctes

soient les nombres trouvés. Mes recherches sur cet objet m'ont d'ail-

leurs conduit à des formules nouvelles relatives à la théorie des suites,

et qui ne sont pas sans intérêt. Je me propose de publier, dans les

Exercices d'Analyse et de Physique mathématique ('), les résultats de

mon travail avec tous les développements qui me paraîtront utiles; je

demanderai seulement à l'Académie la permission d'en insérer des

extraits dans le Compte rendu, en indiquant quelques-unes des propo-

sitions les plus remarquables auxquelles je suis parvenu.

Analyse.

§ I. — Considérations générales.

Soit ù une fonction de n variables

a:, y, z,

Ces variables pourront être censées occuper, dans la fonction, des

places déterminées; et, si on les déplace, en substituant les unes aux

autres, la fonction Î2 prendra successivement diverses valeurs

dont l'une quelconque Q! pourra être ou égale à ù, quelles que soient les

valeurs attribuées aux variables x,y,z, ... supposées indépendantes,

ou généralement distincte de la valeur primitive O, à laquelle elle ne

(1) OEuvres de Cauclij, S. II, T. XIII.
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deviendra égale que pour certaines valeurs particulières de ^, j, ^, ...

propres à vérifier l'équation

Dans ce qui suit, je m'occuperai uniquement des propriétés dont

les fonctions jouissent, en raison de leur forme, et non pas en raison

des systèmes de valeurs que les variables peuvent acquérir. En consé-

quence, quand il sera question des valeurs égales entre elles que la

fonction £2 peut acquérir quand on déplace les variables x, y, z, . . .,

il faudra toujours se souvenir que ces valeurs sont celles qui restent

égales, quelles que soient les valeurs attribuées aux variables x, y,

z, Ainsi, par exemple, si l'on a

<2= j:-hy,

les deux valeurs que pourra prendre la fonction ù, quand on dépla-

cera les deux variables, savoir

^ -i- y et 7 + ^,

seront égales entre elles, quelles que soient d'ailleurs les valeurs attri-

buées à a; et ky. Mais si l'on avait

les deux valeurs de la fonction, savoir

a: -j- 2y et j + 2a:,

seraient deux valeurs c?w/mc/e^, qu'on ne pourrait plus ài^i^eler valeurs

égales, attendu qu'elles seraient le plus souvent inégales, et ne devien-

draient égales que dans le cas particulier où l'on auraity = x.

Si l'on numérote les places occupées par les diverses variables x,

y, z, ... dans la fonction (2, et si l'on écrit à la suite les unes des

autres ces variables x,y, z, ... rangées d'après l'ordre de grandeur

des numéros assignés aux places qu'elles occupent, on obtiendra un

certain arrangement
xyz...,

et, quand les variables seront déplacées, cet arrangement se trouvera
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remplacé par un autre, qu'il suffira de comparer au premier pour

connaître la nature des déplacements. Cela posé, ces diverses valeurs

d'une fonction de n lettres correspondront évidemment aux divers

arrangements que l'on pourra former avec ces n lettres. D'ailleurs,

le nombre de ces arrangements est, comme l'on sait, représenté par

le produit
I .2.3. . .«.

Si donc l'on pose, pour abréger,

TV =1.2. 3... «,

N sera le nombre des valeurs diverses, égales ou distinctes, qu'une

fonction de n variables acquerra successivement quand on déplacera

de toutes les manières, en les substituant l'une à l'autre, les variables

dont il s'agit.

On appelle permutation ou substitution l'opération qui consiste à

déplacer les variables, en les substituant les unes aux autres, dans

une valeur donnée de la fonction ù, ou dans l'arrangement correspon-

dant. Pour indiquer cette substitution, nous écrirons le nouvel arran-

gement qu'elle produit au-dessus du premier, et nous renfermerons

le système de ces deux arrangements entre parenthèses. Ainsi, par

exemple, étant donnée la fonction

^ = jr + 2/ -I- 3^,

OÙ les variables x, y, z occupent respectivement la première, la

seconde et la troisième place, et se succèdent en conséquence dans

l'ordre indiqué par l'arrangement

xyz,

si l'on échange entre elles les variables j, z qui occupent les deux

dernières places, on obtiendra une nouvelle valeur ^' de 12, qui sera

distincte de la première, et déterminée par la formule

Q!z= œ -\- 2Z + 3y.
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D'ailleurs, le nouvel arrangement correspondant à cette nouvelle

valeur sera

xzy,

et la substitution par laquelle on passe de la première valeur à la

seconde se trouvera représentée par la notation

œzy
xyz

qui indique suffisamment de quelle manière les variables ont été

déplacées. Les deux arrangements xzy, xyz compris dans cette sub-

stitution forment ce que nous appellerons ses deux termes, ou son

numérateur et son dénominateur. Comme les numéros qu'on assigne

aux diverses places qu'occupent les variables dans une fonction sont

entièrement arbitraires, il est clair que l'arrangement correspondant

à une valeur donnée de la fonction est pareillement arbitraire, et que
le dénominateur d'une substitution quelconque peut être l'un quel-

conque des N arrangements formés avec les n variables données. On
arrivera immédiatement à la même conclusion en observant qu'une

substitution quelconque peut être censée indiquer un système déter-

miné d'opérations simples, dont chacune consiste à remplacer une
lettre du dénominateur par une lettre du numérateur, et que ce sys-

tème d'opérations ne variera pas si l'on échange entre elles d'une

manière quelconque les lettres du dénominateur, pourvu que l'on

échange entre elles, de la même manière, les lettres correspondantes

du numérateur. Il en résulte qu'une substitution, relative à un sys-

tème de n variables, peut être présentée sous N formes diff'érentes'

dont nous indiquerons l'équivalence par le signe =. Ainsi, par

exemple, on aura

(<=ozy\^fxyz\^fyxz\_
\xyz) \xzy) \zxyj ••••

Observons encore que l'on peut, sans inconvénient, eff^acer toute lettre

qui se présente à la même place dans les deux termes d'une substitu-

tion donnée, cette circonstance indiquant que la lettre ne doit pas
OEuvrcs de C. — S. I, t. IX. 36
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être déplacée. Ainsi, en particulier, on aura

xzy \ / zy

Lorsqu'on a ainsi éliminé d'une substitution donnée toutes les lettres

qu'il est possible d'effacer, cette substitution se trouve réduite à sa

plus simple expression.

he produit d'un arrangement donné xyz par une substitution
(

"-^ \

sera le nouvel arrangement œzy qu'on obtient en appliquant cette

substitution même à l'arrangement donné. Le produit de deux substi-

tutions sera la substitution nouvelle qui fournit toujours le résultat

auquel conduirait l'application des deux premières, opérées l'une

après l'autre, à un arrangement quelconque. Les deux substitutions

données seront les à^ux/acteurs du produit. Le produit d'un arrange-

ment par une substitution ou d'une substitution par une autre s'indi-

quera par l'une des notations qui servent à indiquer le produit de deux

quantités, le multiplicande étant placé, suivant la coutume, à la droite

du multiplicateur. On trouvera ainsi, par exemple,

a;zy\
"^ xyzzzi xzv

xyz) ^ •"

et
fyxuz\_^fyx\ /as\
\xyzu) \xy)\zu)

Il y a plus : on pourra, dans le second membre de la dernière équa-

tion, échanger sans inconvénient les deux facteurs entre eux, de sorte

qu'on aura encore
fyxuz\^/uz\fyx\^
\œyzu ) \zuj\xyj

Mais cet échange ne sera pas toujours possible, et souvent le produit

de deux substitutions variera quand on échangera les deux facteurs

entre eux. Ainsi, en particulier, on trouvera

\xyj \yz
/^^\

et ( ^y\ (y^\ - (
^^y

xyz) \y^j \^y J \^y
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Nous dirons que deux substitutions ^onipermutables entre elles, lorsque

leur produit sera indépendant de l'ordre dans lequel se suivront les

deux facteurs.

Pour abréger, nous représenterons souvent par de simples lettres

A, B, C, ...,

ou par des lettres affectées d'indices.

Al, A2, A3, . •

,

les arrangements formés avec plusieurs variables. Alors la substitution

qui aura pour termes A et B se présentera simplement sous la forme

et l'on aura

il]
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censée se réduire à l'unité, puisqu'on peut évidemment la remplacer

par le facteur i dans les produits

DU mHs.
Une substitution ( . ), multipliée par elle-même plusieurs fois de

A

suite, donne pour produits successifs son carré, son cube, et généra-

lement ses diverses puissances, qui sont naturellement représentées

par les notations
B\2 /B
A ' U

D'ailleurs, la série qui aura pour termes la substitution f ^ j
et ses

diverses puissances, savoir

l\ (!)' il

ne pourra jamais offrir plus de A^ substitutions réellement distinctes.

Donc, en prolongeant cette série, on verra bientôt reparaître les mêmes

substitutions. On prouve aisément que la première de celles qui repa-

raîtront sera équivalente à l'unité, et qu'à partir de celle-ci les substi-

tutions déjà trouvées se reproduiront périodiquement dans le même

ordre. Donc le nombre i des termes distincts de la série sera toujours

la plus petite des valeurs entières de i pour lesquelles se vérifiera la

formule

Le nombre i ainsi déterminé, ou le degré de la plus petite des puis-

sances de (^) équivalentes à l'unité, sera ce que nous appellerons le

degré ou Vordre de la substitution l^j-

Supposons maintenant qu'une substitution réduite à sa plus simple
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expression se présente sous la forme

( yz. . . vwx \

\ccy . . . uvw

)

c'est-à-dire qu'elle ait pour objet de remplacer x par y, puis j par

2, . . ., et ainsi de suite jusqu'à ce que l'on parvienne à une dernière

variable w, qui devra être remplacée par la variable x de laquelle on

était parti. Pour effectuer cette substitution, il suffira évidemment de

ranger sur la circonférence d'un cercle indicateur, divisée en parties

égales, les diverses variables

^, X, ^, . • • , «, t', iv,

en plaçant la première, la seconde, la troisième, . . . sur le premier, le

second, le troisième, . . . point de division, puis de remplacer chaque

variable par celle qui, la première, viendra prendre sa place, lorsqu'on

fera tourner dans un certain sens le cercle indicateur. Pour ce motif,

nous donnerons à la substitution dont il s'agit le nom de substitution

circulaire. Nous la représenterons, pour abréger, par la notation

(^, j, s, ...,«, V, w);

et il est clair que, dans cette notation, une quelconque des variables

^, 7, 5, . .
.
, u, V, w

pourra occuper la première place. Ainsi, par exemple, on aura iden-

tiquement
{x, y,z)- {y, z, x) = (:;, x, y).

L'ordre n d'une substitution circulaire sera évidemment le nombre

même des lettres qu'elle renferme. Il est d'ailleurs facile de s'assurer

que, n étant l'ordre de la substitution circulaire

{x,y,z, ..., u, i',w),

Impuissance Z'^'"'' de cette substitution, savoir

i^,y,z, ...,«, t-, wy,
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sera une nouvelle substitution de l'ordre n, si / et n n'ont pas de fac-

teurs communs, ou, en d'autres termes, si / est premier à n. Si, au

contraire, /cesse d'être premier à n, alors, k étant le plus grand com-

mun diviseur des nombres /, n, et h étant le quotient de la division de

Il par k, la substitution

{oc, y,z, .. ., Il, v,wy

sera le produit de h substitutions circulaires de l'ordre k. Ainsi, par

exemple, on aura, en posant /i = 4»

{jo,y,z, uf={x,z){y, u), {x, y, z, uf-=: {œ, u, z, y)',

et l'on trouvera pareillement, en posant /i = 6,

{x, y, z, u, V, wY= {x, z, ç) {y, u, w),

{x, y,z, u, v,wy=^{x, ii){y,v) {z,w),

{x, y, z, u, V, wY^i.x, V, z) {y, w, u),

(x, y, z, u, V, wY={x, w, V, u, z,y).

§ II. — Propriétés diverses des substitutions, et décomposition

d'une substitution donnée en substitutions primitives.

Il est facile de s'assurer qu'une substitution quelconque, relative à

un nombre quelconque de variables, est toujours un produit de sub-

stitutions circulaires; ainsi, par exemple, on a

Cela posé, soit
( )

une substitution de l'ordre i, relative à un

nombre n de variables
X, y, s, ... ;

( ^ ) sera nécessairement ou une substitution circulaire, ou le produit

de plusieurs substitutions circulaires dont quelques-unes pourront

renfermer une seule lettre et se réduire à l'unité. Ces substitutions cir-
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B
culaires seront ce que nous appellerons les facteurs circulaires de . .

Deux quelconques d'entre elles, étant composées de lettres diverses,

seront évidemment permutables. Donc tous les facteurs circulaires

de
( . )

seront permutables entre eux et représenteront des substitu-

tions qui pourront être effectuées dans un ordre quelconque. Il y a

plus : comme deux substitutions égales seront nécessairement permu-

tables entre elles, si l'on élève
( a ) ^ ^^^ puissances quelconques, on

obtiendra de nouvelles substitutions qui seront permutables entre

elles, ainsi que leurs facteurs représentés par des puissances des fac-

teurs circulaires de (. )•

Supposons, pour fixer les idées, que les variables comprises dans

les divers facteurs circulaires de ( . ] soient respectivement

Dans le premier facteur a, ê, y,

Dans le second facteur 1, ix, v, . .

.

Dans le troisième facteur ... 9, y, (];, ...

> • f • > • • • f

en sorte qu'on ait

(0 L j
= (a> ê, y, . . .) {l,

ij.,
V, . . .) (cp, X, ^, • • •).

Alors, /étant un nombre entier quelconque, on aura encore

et, pour que /vérifie l'équation

(f)'=-

il faudra qu'on ait séparément

(3) (a, g, y, ...)/= I, (X,fZ,v, ...)'• —
1, (9,-^,(1;, ...)'— I,

Or les seules valeurs de / propres à vérifier l'équation (2) seront
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l'ordre i de la substitution
( i ) et les multiples de i. Pareillement les

valeurs de / propres à vérifier l'une quelconque des formules (3)

seront l'ordre du facteur circulaire qui entre dans cette formule et

les multiples de cet ordre. Cela posé, soient

a, b, c, ...

les nombres qui représentent les ordres respectifs des substitutions

circulaires

(a, g, y,...), (^fz, V, ...), (9, X, ^, ...)» •••;

non seulement on aura

attendu que les divers groupes

a, 6, y, ...,

>., ^, V, . . .

,

9' Z' 4^' • • • '

devront renfermer en somme les n lettres auxquelles se rapporte la

substitution ( 1 )' mais, de plus, on conclura sans peine de ce qui pré-

cède que l'ordre i de la substitution ( .
j
sera le plus petit nombre

divisible à la fois par a, par 6, par c, etc.

Lorsque deux substitutions

1} il

différeront uniquement par la forme des lettres qui, dans ces deux

substitutions, occuperont les mêmes places, et qu'en conséquence ces

deux substitutions offriront le même nombre de facteurs circulaires

et le même nombre de lettres dans les facteurs circulaires correspon-

dants, nous dirons qu'elles sont semblables entre elles. Alors on aura

nécessairement
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et, par suite, aussi

a)=(B)-

Il est facile de calculer le nombre des substitutions

il}

semblables entre elles et à ( . )» que l'on peut former avec n lettres.

Soit SfL ce nombre, et supposons que la substitution
( )

ait pour fac-
,A.

teurs g substitutions circulaires de l'ordre a, h substitutions circu-

laires de l'ordre b, k substitutions circulaires de l'ordre c, etc. On

aura, non seulement

(4) ga -h hb-'r kc + . . .=: n,

mais encore

(5) • X ^
{i .2. . .g){i.2. . .h){i .2. . .k) . . .a^b'^c''. .

.

Si maintenant on désigne par

la somme des valeurs de 3L correspondantes aux divers systèmes de

nombres qui peuvent représenter des valeurs de a, b, c, . . .propres à

vérifier l'équation (i), en d'autres termes, si l'on désigne par 113K, la

somme des valeurs de siL correspondantes aux diverses manières de

partager le nombre n en parties égales ou inégales, alors I>3L devra

être précisément le nombre total des substitutions que l'on peut

former avec n lettres. On aura donc

(6) 2<3ï,--7V

et, par suite,

<7> lu{1.2. . .g) {1 .2... h) [1.2. . .k) .. .a^b"c''.

Cette dernière équation paraît digne de remarque. Si, pour fixer les

OEwres de C. — S. I, t. IX. 87
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idées, on pose n = 5, on trouvera

=:3+l + I = 2 + 24-l3=2-l-I-HH-I = l-i-I + l4-I-4-l,

et par suite l'équation (7) donnera

I I I I II II II I

5 4 2 3 1.2 3 1.2 2^ 1.2. 32 1.2.3.4.5 '

ce qui est exact. Si dans la somme Sx on comprenait seulement celles

des valeurs de 0L qui correspondent à des valeurs des nombres a, b,

c, ..., supérieures à l'unité, alors, à la place de la formule (7), on

obtiendrait la suivante

I I (—1)'^(3N y L__ ^J: î_
^ ' ^{i,i...g){i.2..Ji){i.'i...k)...a^b''c'',.. 1.2 1.2.3 1.1.0. ..n

dont le second membre se réduit à -> pour des valeurs infinies de n,

e désignant la base des logarithmes népériens. Ainsi, en particulier,

si l'on prend n = 5, on trouvera

n ^= 5 = 3 + 2

et

5 2.3 1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4.5

Considérons maintenant plusieurs substitutions

1} (c)' (e)'
•••

relatives aux n lettres x,y, z, J'appellerai substitutions f/mVc'ei'

toutes celles que l'on pourra déduire des substitutions données, mul-

tipliées une ou plusieurs fois les unes par les autres ou par elles-

mêmes dans un ordre quelconque, et les substitutions données, jointes

aux substitutions dérivées, formeront ce que j'appellerai un système

de substitutions conjuguées. \Jordre de ce système sera le nombre total

des substitutions qu'il présente, y compris la substitution qui offre
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deux termes égaux et se réduit à l'unité. Si l'on désigne par I cet

ordre, et par
i i' i"

les ordres des substitutions données, I sera toujours divisible par

chacun des nombres i, i', i", D'ailleurs I sera toujours un diviseur

du produit
N = I .2. . .«.

Ajoutons que, étant donné un système de substitutions conjuguées,

on reproduira toujours les mêmes substitutions, rangées seulement

d'une autre manière, si on les multiplie séparément par l'une quel-

conque d'entre elles, ou bien encore si l'une quelconque d'entre elles

est séparément multipliée par elle-même et par toutes les autres.

Lorsque les substitutions données sont permutables entre elles,

l'ordre I du système ne peut surpasser le produit

iVi"...

des ordres des substitutions données.

Lorsque les substitutions données se réduisent à une seule

^)'

les substitutions dérivées se confondent avec les puissances de ( . )>

et l'ordre I du système avec l'ordre i de la substitution donnée.

Supposons maintenant que l'ordre i de la substitution

soit décomposé en facteurs

a, b, c,

premiers entre eux. Je prouve que, dans ce cas (*), la substitution

(') Pour établir cette proposition fondamentale, je m'appuie sur un théorème d'arith-

métique dont voici l'énoncé :

Supposons que, le nombre entier i étant décomposé en facteurs a, b, c, ... premiers
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j
et ses puissances peuvent être censées former un système de substitu-

tions conjuguées , dérivées des seules substitutions

AJ' UJ' U
Cela posé, admettons que,/?, q,r, ... étant les facteurs premiers de i,

on ait

On pourra prendre

(9)
a—ps, b — q^\ c — r'',

et alors chacune des substitutions

(a/' (a) > (a

'

"aura seulement pour facteurs circulaires des substitutions dont les

ordres se réduiront aux puissances d'un seul nombre premier. Cette

propriété remarquable des substitutions (10) est très utile dans la

théorie des permutations, où les substitutions jouent un rôle analogue

à celui que remplissent les racines primitives dans la théorie des

équations binaires. Pour cette raison, et supposant que les valeurs

de a, b, c, ... sont données par les formules (9), je désignerai les

substitutions (10) sous le nom de substitutions primitives, et je les

2iT^^Q\\QY^ifacteurs primitifs de la substitution ( ^ j*

Dans un prochain article j'expliquerai comment les principes que

entre eux, on désigne par / un nombre entier quelconque inférieur à i, on pourra tou-

jours satisfaire à l'équivalence

,7^ + f + !-+-...W/ (mod.O
\a c I

par des valeurs entières de ^, j, z, . .. respectivement inférieures à «, ^, c,
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je viens d'énoncer conduisent à la détermination du nombre des

valeurs distinctes que peut acquérir une fonction ù de n variables

indépendantes x,y, z, —

301.

Analyse mathématique. — Sur le nombre des valeurs égales ou distinctes

que peut acquérir une fonction de n variables, quand on permute ces

variables entre elles d'une manière quelconque (suite).

C. R., T. XXI, p. 668 (22 septembre i845).

Je me bornerai, pour l'instant, à indiquer, dans cet article, quelques-

uns des principaux résultats de mon travail. Les propositions que

j'énoncerai ici se trouveront d'ailleurs démontrées et développées

dans les Exercices d'Analyse et de Physique mathématique.

§ I. — Sur les diverses formes que peut prendre une fonction symétrique

ou non symétrique de n variables.

Considérons une fonction i2 de w variables

X, y, z, ...,

et supposons que cette fonction reste continue pour chacun des

systèmes de valeurs attribuées aux variables dont il s'agit. Prenons

d'ailleurs

(i) A^r=i.2.3...n.

Lorsqu'on permutera les variables entre elles de toutes les manières

possibles, on obtiendra N valeurs diverses de la fonction 12, et deux

quelconques de ces valeurs pourront être, ou égales entre elles, quels

que soient ^, j, z, ..
. , ou généralement inégales et distinctes l'une

de l'autre. Si Ton nomme m le nombre des valeurs distinctes de la

fonction £2, et il/ le nombre de ses valeurs égales, chacune des valeurs
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distinctes pourra prendre i)/ formes diverses, et par suite on aura

(2) mM=.N.

En vertu de cette formule, qui était déjà connue, la détermination du

nombre des valeurs distinctes d'une fonction se trouve ramenée à la

détermination du nombre des valeurs égales, ou, ce qui revient au

même, à la détermination du nombre des permutations que l'on peut

effectuer sur les variables x, y, z, . . . , sans altérer la fonction Q,.

Concevons maintenant que l'on essaye de partager la suite des

variables
X, y, s, ...

en plusieurs autres suites ou groupes, en réunissant deux variables

dans un même groupe toutes les fois que l'on peut faire passer l'une

à la place de l'autre, à l'aide d'une substitution quelconque, sans

altérer la valeur de la fonction 12. Il arrivera de deux choses l'une :

ou les divers groupes que l'on essayera de former se réduiront à un

seul; ou l'on obtiendra effectivement plusieurs groupes distincts les

uns des autres. Dans le premier cas, on pourra, sans altérer la valeur

de 12, faire passer toutes les variables à la place occupée dans la fonc-

tion par l'une quelconque d'entre elles, et je dirai, pour cette raison,

que la fonction est transitive. Au contraire, la fonction sera dite intran-

sitive quand on ne pourra, sans altérer sa valeur, faire passer certaines

variables à certaines places. Parmi les fonctions transitives, on doit

distinguer la fonction symétrique, dont toutes les valeurs sont égales

entre elles, en sorte qu'on a, pour une telle fonction,

m r= I , M — N.

Parmi les fonctions intransitives, on doit distinguer celles dont toutes

les valeurs sont distinctes ou, en d'autres termes, celles pour lesquelles

on a

m — N, M^\,

chaque groupe étant alors réduit à ne renfermer qu'une seule va-

riable.
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Une subslitution, opérée sur les variables comprises dans la fonc-

tion ù, peut, ou déplacer toutes les variables, ou déplacer seulement

plusieurs d'entre elles, en laissant les autres immobiles.

Cela posé, considérons d'abord une fonction transitive de plusieurs

variables
X, y, z,

Soient toujours ù cette fonction et M le nombre de ses valeurs égales,

dans le cas où toutes les variables restent mobiles. Comme une

variable quelconque pourra occuper la première place, si l'on

nomme UïL le nombre des valeurs égales que peut acquérir la fonction,

quand une variable reste immobile, ou, ce qui revient au même,

quand on considère ù comme une fonction de /^ — i variables, on

aura

(3) i1/=rtDlL.

D'ailleurs le nombre des valeurs distinctes de ù considéré : i° comme
une fonction de n variables

X, y, Zy • •
.

;

2° comme une fonction de « — i variables

sera, dans le premier cas, en vertu des formules (2) et (3),

, ,. 1 .2. . .n 1 .2. . .(n — i)
(4) m z=. —— = ^^ :,

et, dans le second cas,

1 .2. . . (n — x)

Donc ces deux nombres seront égaux, et l'on peut énoncer la propo-

sition suivante :

Théorème. — Soit Q. unefonction transitive de n variables

•^, j', ^f • • •,

et désignonsparm le nombre des valeurs distinctes de cettefonction, dans
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le cas où toutes les vaiiables restent mobiles, m sera en même temps le

nombre des valeurs distinctes de Çl, dans le cas où une variable x devien-

dra immobile, etpar conséquent le nombre des valeurs distinctes de Çl con-

sidéré commefonction des seules variables y, z, . . .

.

Exemple. — Supposons

« zz: 3 et Q, =1 x^y"^ z + y^ z^ X -^ z^ x"^y

.

En considérant i2 comme fonction des trois variables

•^) y^ -2)

on reconnaîtra que les seules substitutions qui n'altèrent pas cette

fonction sont les deux substitutions circulaires

dont l'une est le carré de l'autre. On aura donc, dans le cas présent,

1.2.3
J/=3, et par suite, m = —^— = 2.

Si maintenant on suppose que x devienne immobile, il ne sera plus

possible d'échanger entre euxy et z. Donc, si l'on considère ù comme

fonction des seules variables 7, s, le nombre 01^ des valeurs égales de

cette fonction sera l'unité, et le nombre de ses valeurs distinctes,

représenté par le rapport ^5 sera encore égal à 2.

Supposons maintenant que £1 soit une fonction intransitive. Alors

la suite des n variables
x, y, z, ...

se partagera en plusieurs autres suites ou groupes

a, ê, y, ...,

1, y-, V, ...,

?, X» ^» •••'

que l'on formera aisément en s'astreignant à la seule condition de
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réunir toujours, dans un même groupe, deux variables dont l'une

pourra prendre la place de l'autre en vertu d'une substitution quel-

conque. Soient

a le nombre des variables a, ê, y» ••• comprises dans le premier

groupe ;

h le nombre des variables \, p., v, ... comprises dans le second

groupe;

c le nombre des variables cp, /^, ^, ... comprises dans le troisième

groupe;

On aura évidemment

(5) a 4- 6 -f- c 4- . . .= /î

.

I

Lorsqu'on a, comme on vient de le dire, partagé en plusieurs

groupes le système des n variables comprises dans une fonction

intransitive il, toute substitution qui n'altère pas la valeur de il se

borne à déplacer des variables dans un seul groupe, ou dans plu-

sieurs groupes simultanément. Or il arrive souvent que les dépla-

cements divers, simultanément opérés dans les divers groupes, en

vertu d'une substitution qui n'altère pas la valeur de 12, peuvent

aussi s'effectuer séparément et indépendamment les uns des autres,

sans que la fonction Çl soit altérée. Lorsque cette condition sera rem-

plie, nous dirons que les divers groupes sont indépendants les uns

des autres. C'est ce qui aura lieu, par exemple, si l'on prend

/« rr:

Alors les deux groupes

et i2 r= x^y H- xf^ -+- zuv.

, U, f,

que l'on pourra former avec les cinq variables x, y, z, u, c, seront

indépendants l'un de l'autre, attendu que toute substitution qui, sans

altérer la valeur de ù, déplacera les variables, produira, dans chaque

OFMvres de C. — S. I, t. IX. 38
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groupe, des déplacements qui pourront s'effectuer isolément, sans

que la valeur de 12 soit altérée.

Au contraire, les groupes formés avec les variables ne seraient plus

indépendants les uns des autres, si l'on prenait n =- 4,

Alors, en effet, les deux groupes formés avec les quatre variables x,

y, z, u seraient

y, «,

et la seule substitution qui, sans altérer la valeur de O, déplacerait

les variables, serait celle qui consiste à échanger simultanément x

avec z, ety avec u. La valeur de 12 serait évidemment altérée, si l'on

se bornait à échanger entre elles les deux variables x et z.

La détermination du nombre des valeurs égales et du nombre des

valeurs distinctes d'une fonction intransitive 12 qui renferme n va-

riables X, y, z, ... peut être ramenée à la détermination de ces deux

nombres, pour des fonctions qui renferment moins de n lettres, ainsi

que nous allons l'expliquer.

Soient toujours
a, ê, y, ...,

1, y., V, ...,

9» X» 4^> •••»

les divers groupes formés avec les n variables x, y, z, ..., chaque

groupe étant composé de variables dont l'une peut prendre la place

de l'autre, sans que la valeur de 12 soit altérée, et supposons d'abord

ces divers groupes indépendants les uns des autres. Soit, dans cette

hypothèse, A le nombre des valeurs égales que peut acquérir 12 quand

on se borne à déplacer les variables a, Ç, y, ... que renferme le pre-

mier groupe, en considérant ces variables comme seules mobiles ou,

ce qui revient au même, le nombre des valeurs égales de 12 considéré

comme fonction des seules variables a, 6^, y, Soit pareillement
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li le nombre des valeurs égales de H considéré comme fonction des

seules variables \, a, v, Soit encore C le nombre des valeurs

égales de 12 considéré comme fonction des seules variables cp, y, '\i, . .

.

et ainsi de suite. Le nombre total M des valeurs égales de (2, consi-

déré comme fonction des seules variables x, y, z, . . . , sera déterminé

par la formule

(6) AI = ABC...

D'ailleurs, si l'on désigne toujours par a, ou par b, ou par c, ... le

nombre des variables comprises dans le premier, dans le deuxième,

dans le troisième, . . . groupe, les facteurs

A, B, C, ...

seront respectivement des diviseurs des produits

i .2. . .a, 1 .2 . . .b, 1 . 2 . . .c, . . .

,

et, si ro4i pose, pour abréger,

,, „ 1.2. ..a „ 1.2. ..6 _ 1.2. ..c
(7) ji.= —-^— , M\,= —y-— , e= —~—

,

oA. représentera le nombre des valeurs distinctes de ù considéré

comme fonction des seules variables a, ê, y, ... comprises dans le

premier groupe; m\, le nombre des valeurs distinctes de ù considéré

comme fonction des seules variables X, [x, v, . . . comprises dans le

deuxième groupe; G le nombre des valeurs distinctes de ù considéré

comme fonction des seules variables !p, y, '^p, ... comprises dans le

troisième groupe, etc. Ajoutons que, si l'on pose, pour abréger,

..
^

{!

(
1 .2. . .a)

(
1 . 2 .

.

.b)
(

1 . 2 . . . f )

.

I . 2 . 3 . . . /i

(i .2. . .a) {i .2.b. . .) {i .2 . . .c) . . .

c'est-à-dire, si l'on désigne par JZ, le coefficient du produit

r'^s'^t" . . .
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dans le développement du polynôme

(/•4-5 + i + . . .)",

on tirera des formules (2), (6), (7), ...

(9) m = 0î,JloUija,

Considérons maintenant le cas où les divers groupes formés avec

les variables oc, y, z, ... ne sont plus indépendants les uns des

autres. Je suis parvenu à démontrer que, dans ce cas encore, les

nombres M et m, c'est-à-dire le nombre des valeurs égales et le

nombre des valeurs distinctes de la fonction il, pourront être déter-

minés à l'aide des formules (6) et (9), si l'on attribue aux facteurs A,

B, C, ... ow X, Dl), G, . . . les valeurs que je vais indiquer. On devra,

dans le cas dont il s'agit, représenter par A le nombre des valeurs

égales que pourra obtenir O, en vertu de substitutions correspon-

dantes à des permutations diverses des variables a, ê, y, ... com-

prises dans le premier groupe; par B le nombre des valeurs égales

que pourra obtenir il, en vertu de substitutions qui, sans déplacer a,

Ç, y, . . . , correspondront à des permutations diverses des variables X,

(j., V, ... comprises dans le second groupe; par C le nombre des

valeurs égales que pourra obtenir O, en vertu de substitutions qui,

sans déplacer ni a, ê, y, . . . , ni X, [x, v, . .
. , produiront des permuta-

tions diverses des variables cp, y, «]>,... comprises dans le troisième

groupe. Il pourra d'ailleurs arriver que des permutations diverses des

variables comprises dans l'un des groupes entraînent des permutations

correspondantes des variables comprises dans les groupes suivants, en

sorte qu'on soit obligé, pour ne pas altérer la valeur de ù, d'effectuer

simultanément ces permutations correspondantes. Il y a plus : la cor-

respondance dont il s'agit ici devra certainement avoir lieu, au moins

pour quelques permutations, dans l'hypothèse admise que les divers

groupes ne sont pas tous indépendants les uns des autres. Quant aux

facteurs A-, \^, e, ..., ils devront toujours être déterminés à l'aide

des formules (7); et l'on peut démontrer qu'alors chacun d'eux sera
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encore propre à représenter le nombre des valeurs distinctes d'une

certaine fonction des variables a, ê, y, . . . , ou X, [x, v, . . . , ou 9, y,

vp, . . . comprises dans le premier, ou dans le second, ou dans le troi-

sième, . . . groupe.

Pour faire mieux comprendre ce qui précède, appliquons la for-

mule (9) à quelques exemples.

Exemple 1. — Supposons n = 5,

Alors les seules substitutions qui n'altéreront pas la valeur de ù
seront les deux substitutions circulaires

et les dérivées de ces deux substitutions. Alors aussi, en vertu de ces

deux substitutions et de leurs dérivées, on pourra faire passer à la

place l'une de l'autre ou les variables x, y, z-, ou les variables u, v,

sans que jamais une variable de l'un des groupes

se trouve substituée à une variable de l'autre groupe. D'ailleurs toute

substitution qui aura la propriété de ne pas altérer la valeur de 12, par

exemple la suivante
{x,y,z){u,ç),

sera toujours le produit de deux substitutions

dont chacune jouira séparément de cette propriété, et sera relative

aux variables comprises dans un seul groupe. Donc les deux groupes

seront indépendants l'un de l'autre. Ajoutons que, le premier groupe

étant composé de trois variables, le second de deux, on aura, dans le

cas présent,

a =z3, 6 =:= 2.

\
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D'autre part O, considéré comme fonction des seules variables x,

y, z, offrira trois valeurs égales et deux valeurs distinctes; on aura

donc
A =:S, <Â>-= 2.

Au contraire, en considérant ù comme fonction de m, t^, on trouvera

Enfin, le coefficient N du produit

dans le développement du binôme

sera le nombre lo. On aura donc

3(L = lo,

et par conséquent les formules (6), (9) donneront

M=z 3.2 =6,
m 1= 10. 2

.

1 = 20.

Exemple //. — Si l'on pose n = 6,

Alors, avec les six lettres x, y, z, u, v, w, on pourra former deux

groupes
X, u,

y, z, V, w.

Mais ces deux groupes ne seront pas indépendants l'un de l'autre.

Alors aussi on trouvera

a =r 2, yl = 2, eJU = I,

^, r= 4, ^ = 4, Itl- =: 6,

^ = i5

et, par suite,
M= 2.4 = 8,

m = i5. 1 .6 = 90.
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Il importe d'observer que, dans le cas auquel se rapporte la for-

mule (9), c'est-à-dire dans le cas où la fonction 12 est intransitive,

chacun des nombres a, h, c, ... est inférieur à /^, et qu'en consé-

quence la valeur de x déterminée par la formule (8) est, ou égale,

ou supérieure à n. On aura, en particulier, x = «, si les groupes

formés comme il a été dit ci-dessus se réduisent à deux, le premier

étant composé de « — i variables, l'autre de n variables seulement.

Alors on trouvera

a =: n — I
,

bz=zi, iJÎ) = I , ^z=z n,

et la formule (9) donnera

(10) mz=znAo.

Dans tout autre cas, x surpassera n, et il en sera de même, à plus

forte raison, du nombre m, qui, en vertu de la formule (9), sera

toujours un multiple de x.

En terminant ce paragraphe, nous ajouterons, aux remarques déjà

faites, une observation qui n'est pas sans importance, c'est que le

nombre des valeurs égales d'une fonction quelconque de n variables est

toujours évidemment l'ordre d'un certain système de substitutions conju-

guées.

§ II. — Sur diverses propriétés des fonctions transitives.

Soit Q une fonction transitive de n variables

On pourra, sans altérer cette fonction, faire passer une variable quel-

conque à la place de x. Mais, x devenant immobile, £2, considéré

comme fonction de /z — i variables seulement, pourra cesser d'être

une fonction transitive. Cela posé, il importe de remarquer une pro-

priété singulière de certaines fonctions transitives. Elle est exprimée

par un théorème, que je suis parvenu à établir, et qui peut s'énoncer

comme il suit.
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Théorème. — Supposons que Ci soit tout à la fois une fonction transi-

tive des n variables

X, y, z, ...

et unefonction intransitive de n — i variables

7» -

Supposons encore que ces dernières variables se partagent en groupes

indépendants les uns des autres, quand on réunit deux variables dans un

même groupe, toutes lesfois que l'on peut faire passer l'une à la place de

l'autre, sans altérer £l, à l'aide d'une substitution qui laisse immobile la

variable X. Alors, x redevenant mobile, on pourra partager la suite des

n variables
X, y, z, ...

en plusieurs autres suites ou groupes

a, ê, y, ...,

1, [i, V, . . .,

9, X' 4^' •••'

ces groupes étant tellement composés, que toute substitution qui n'altérera

pas la valeur de O aura pour effet unique ou de déplacer des variables

dans chaque groupe, ou d'échanger les groupes entre eux, et ces groupes

étant ordinairement indépendants les uns des autres, en sorte que des

déplacements simultanément effectués dans les divers groupes, en vertu

d'une substitution qui n altérera pas la valeur de ù, pourront aussi s'ef-

fectuer séparément, sans altération de cette même i^aleur.

Lorsqu'une fonction transitive ù remplit les conditions énoncées

dans ce théorème, les divers groupes

a, ê, y, ...,

A, /a, V, . .
.

,

9» •/' '^> •••'
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formés avec les n variables

^1 y^ -"> • • •>

renferment tous le même nombre a de variables et, par conséquent,

ce nombre a est un diviseur de n. Gela posé, soit

~" a

Nommons A le nombre des valeurs égales que peut acquérir O, en

vertu de substitutions dont chacune se borne à déplacer les variables

comprises dans un seul groupe, et ATle nombre des valeurs égales que

12 peut acquérir, quand on se borne à échanger les groupes entre eux.

Le nombre total M des valeurs égales de (2 sera évidemment déterminé

par la formule

(i) M—KA'^.

D'ailleurs le nombre m des valeurs distinctes de 12 se trouvera tou-

jours lié au nombre M par l'équation

(2) mM^Ny

la valeur de iV étant

(3) yV= i.2.3...n.

Soient maintenant
se et JU

deux nombres liés à /Tet ^ par les formules

(4) .^=iiiv^, ^^^-^
K

X sera le nombre des valeurs distinctes d'une fonction de a variables;

DC sera pareillement le nombre des valeurs distinctes d'une certaine

fonction de k variables; et, en posant, pour abréger,

(5) Xr I.2.3...«

(i.2...A-)(i.2.3...a)^'

Or.m;es r/r r. - S. I, t. IX. .89
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on tirera des formules (i), (2), (3), (4)

(6) m = ^aCJU^-.

En vertu de la formule (6), m sera certainement un multiple du

nombre entier représenté par x.

Dans un prochain article, j'indiquerai les conséquences impor-

tantes qui se déduisent de la formule (6) et des principes établis

dans le 5 I.

302.

Analyse mathématique. — Sur le nombre des valeurs égales ou distinctes

que peut acquérir une fonction de n nariables, quand on permute ces

variables entre elles d'une manière quelconque.

C. R., T. XXI, p. 727 (29 septembre 1845).

Nous allons, dans cet article, indiquer brièvement les moyens d'éta-

blir diverses propositions dignes de remarque, et relatives au nombre

des valeurs égales ou distinctes qu'une fonction peut acquérir.

§ I. — Théorèmes relatifs aux fonctions symétriques.

On sait que l'on nomme fonction symétrique de plusieurs variables

une fonction dont la valeur ne varie pas quand on permute ces variables

entre elles d'une manière quelconque.

De plus, en vertu des définitions adoptées dans le précédent article,

une fonction ùAq n variables

^y ,y> -"> • • •

est transitive, lorsqu'on peut, sans altérer la valeur de O, faire passer

toutes les variables à la place occupée par l'une quelconque d'entre

elles. Elle est intransitive dans le cas contraire.

D'ailleurs, il a été prouvé que le nombre m des valeurs distinctes



EXTRAIT N° 302. 8OT

d'une fonction transitive ù de n variables x, y, z, ... est en même

temps le nombre des valeurs distinctes de ù considéré comme fonc-

tion de n-i variables seulement. Lorsque le nombre m se réduit à

l'unité, la fonction transitive ù devient nécessairement symétrique.

Cela posé, il est facile d'établir les propositions suivantes :

Théorème 1. — Soit 12 unefonction de n variables

^y /»

Supposons d'ailleurs cette fonction symétrique par rapport à certaines

variables
- a, g, y, ...,

dont le nombre a vérifie la condition

no> -
2

Enfin, supposons que, parmi les variables restantes

>., f^,
V, ...,

dont le nombre b vérifie évidemment les conditions

n —a + b, 6 < -
'

2

une ou plusieurs, que /appellerai p, ;, . . . ,
puissent passer à la place

occupée par l'une des variables ol, ^,^, ..., en vertu d'une substitution

qui n altère pas la valeur de £1. Alors £2 sera nécessairement fonction

symétrique des variables

Cf., 6, y, ..., p, ç,

Démonstration. — En faisant subir aux variables

^> y y ^> • •
•

un déplacement quelconque, on déduira toujours de 12 une fonction

qui sera symétrique, ou par rapport aux variables

a, p, y, ...,
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ou par rapport à celles qui occuperont leurs places. En d'autres

termes, après un déplacement quelconque des n variables x, y,

z, . . . , il existera toujours un groupe composé de a variables dont

12 sera fonction symétrique; et, puisque a, par hypothèse, surpasse -?

ce groupe devra toujours renfermer au moins une des variables a, ê,

y, . . . qui le composaient primitivement. Cela posé, concevons que,

sans altérer 12, on puisse faire entrer p dans ce groupe, en le faisant

passer à la place primitivement occupée par l'une des variables a, ê,

y, Alors p se trouvera renfermé dans le groupe dont il s'agit, avec

l'une au moins de ces variables, avec a par exemple. Donc 12 sera fonc-

tion symétrique de p et de a; en sorte que, sans altérer 12, on pourra

échanger entre elles ces deux variables. D'ailleurs, cette propriété

dont jouiront les variables p et a tiendra évidemment, non pas à la

forme des lettres qui représentent ces variables, mais à la place

qu'elles occupaient dans la fonction 12 et à la nature de cette fonc-

tion. Enfin, il est clair qu'avant de faire entrer p dans le groupe pri-

mitivement composé des variables a, ê, y, ... dont 12 était fonction

symétrique, on pouvait permuter ces variables d'une manière quel-

conque, et, par conséquent, faire passer à la place de a l'une quel-

conque d'entre elles. Donc, dans l'hypothèse admise, on peut, sans

altérer 12, échanger p, non seulement avec a, mais encore avec l'une

quelconque des variables

ê, y, ...,

et, par suite, 12 est une fonction symétrique, non seulement des a va-

riables

a, ê, y, ...,

mais encore des a 4- i variables

oc, ê, y, ..., p.

On prouvera de même que, si la variable ç peut entrer aussi dans le

groupe primitivement formé par les a variables

a, ê, y, . .
.

,
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et, par conséquent, dans le groupe primitivement formé par les

a -t- 1 variables
a, 6, -/, ..., p,

Q, sera fonction symétrique des a + 2 variables

a, 6, y, ..., p, ç;

et, en continuant de la sorte, on obtiendra définitivement la propo-

sition énoncée.

Corollaire. — Le théorème I entraîne évidemment la proposition

suivante :

Théorème II. — Si une fonction transitive Q de n variables œ, y,

z, ... est en même temps symétrique par rapport à plusieurs de ces

variables, savoir, par rapport aux variables

a, 6, y, ...,

et si d'ailleurs le nombre a de ces dernières variables surpasse -? alors Ci

sera nécessairementfonction symétrique des n variables x, y, z, ....

Corollaire!. — Si, /2 étant supérieur à 2, une fonction transitive Q
de n variables x, y, z, ... est en même temps fonction symétrique

do n — i variables y, z, . . . , elle sera nécessairement fonction symé-

trique de toutes les variables x,y, z,

Corollaire IL — Si, n étant supérieur à 3, une fonction transitive Q
de n variables x, y, z, u, . . . est en même temps fonction symétrique

de /i — 2 variables z, u, . . ., elle sera nécessairement fonction symé-

trique de toutes les variables, à moins que l'on n'ait /z = 4- Si /z se

réduisait effectivement au nombre 4» alors, en posant, par exemple,

Çlz=i xy -f- zu,

on obtiendrait pour (2 une fonction transitive de quatre variables, qui

serait symétrique par rapport à deux variables ic et y ou 5 et w, sans

être symétrique par rapport aux quatre variables x^ y, z, u.
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Corollaire IIl. — Si, n étant supérieur à 4» une fonction transitive ù
de n variables œ, y, z, u, v, . . . est en même temps fonction symétrique

de n — 3 variables u, v, . . . , elle sera nécessairement fonction symé-

trique de toutes les variables, à moins que l'on n'ait /i — 5 ou /i = 6.

Il est d'ailleurs aisé de s'assurer qu'on ne doit pas même exclure le

cas où l'on aurait n --= 5, et qu'une fonction transitive de cinq variables

ne peut être symétrique par rapport à deux d'entre elles sans être symé-

trique par rapport à toutes ces variables.

Corollaire IV. — Si, n étant supérieur à 5, une fonction transi-

tive ù de n variables œ, y, z, u, ç, w, . . . est en même temps fonction

symétrique de /z — 4 variables v, w, . .
. , elle sera nécessairement

fonction symétrique de toutes les variables, à moins que l'on n'ait

n = 6, n = 7, ou /z — 8. D'ailleurs on reconnaîtra encore facilement

que le cas où l'on aurait /i r- 7 ne doit pas être excepté.

Corollaire V. — Les propositions énoncées dans les corollaires III

et IV ne subsistent plus quand on a /« = 6 ou /i — 8; et, si l'on pose

en particulier n = 6, alors, en prenant, par exemple,

12 =. xy -\- zu -\- vw

OU
Çl -=L xyz -\- iivw,

on obtiendra une fonction transitive qui sera symétrique par rapport

à deux ou trois variables sans être symétrique par rapport à toutes,

et qui offrira, en effet, dans le premier cas, quinze valeurs distinctes;

dans le second cas, dix valeurs distinctes seulement.

§ IL — Formules et propositions diverses qui se rapportent

aux fonctions transitives.

Il arrive souvent que les n variables

^) y^ ^f • • • >

renfermées dans une fonction transitive 12, peuvent être partagées en
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a, 6, y, ...,

l, IX, y, ...,

9, X» 4^> ••>

tellement composés que toute substitution qui n'altère pas la valeur

(le ù ait pour effet unique, ou de déplacer des variables dans chaque

groupe, ou d'échanger les groupes entre eux, sans altérer leur compo-

sition. Nous dirons alors que la fonction (2 est une fonction transitive

complexe. Pour une telle fonction, les divers groupes formés avec les

variables renferment tous le même nombre a de lettres, et par suite,

si l'on nomme k le nombre des groupes, on a

(i) ka=^ n.

On doit en conclure que chacun des nombres k et a est un diviseur

de n. Si, d'ailleurs, on nomme K\e nombre des valeurs égales que

peut acquérir une fonction transitive complexe Cl quand on se borne

à échanger entre eux les divers groupes formés avec les variables, et L

le nombre des valeurs égales que la même fonction peut acquérir

quand on se borne à déplacer des variables dans un ou plusieurs

groupes, sans déplacer les groupes eux-mêmes; le nombre total M des

valeurs égales de Q sera évidemment déterminé par l'équation

(2) Af:=:zKL.

Soit maintenant m le nombre des valeurs distinctes de la fonction

transitive complexe û, et posons

(3) TV .-^1.2. 3... n,

on aura

(4) m — -—'M

D'autre part, on prouvera facilement que les nombres

K, L
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sont respectivement diviseurs des produits

1 .2. , . A-, (i .2, . .a)^,

et, en posant, pour abréger,

_ T . i...k _ {i.'i...aY
(0) cH— ———

,

4^_ ,

, „ V ^_ I . 2 . . . n
(6) 3b

(i .2. . . A) (i .2. . .aY

on tirera des formules (2) et (4)

(7) m — ^diJ^.

Si les divers groupes formés avec les variables x, y, z, ... sont

indépendants les uns des autres, c'est-à-dire, en d'autres termes, si

des déplacements simultanément effectués dans les divers groupes,

en vertu d'une substitution qui n'altère pas la valeur de £}, peuvent

aussi s'effectuer séparément sans altération de cette valeur, alors la

valeur de L sera de la forme

(8) /. = ^^

A désignant le nombre des valeurs égales que pourra obtenir la fonc-

tion (1, en vertu des substitutions qui se borneront à déplacer des

variables dans un seul groupe. Alors aussi, en posant, pour abréger,

\ .1 ... a
(9) ^— 3 '

on aura

(10) •

4L= X^;

et des formules (2), (7), jointes aux équations (8), (10), on déduira

immédiatement la formule (i) de la page 3o5 et la formule (6) de

la page 3o6, savoir,

(11) M—KA\
(12) m^^'^X''.
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Pour montrer une application fort simple des formules (2) et (7),

supposons n =z 6,

^= xy^ z^ u v"^ w^ -\~ yz^ x^ V w'^ lâ -v- zx^y^iv ii^v^.

Alors ù sera une fonction transitive complexe des six variables x, y,

z, u, ç, w, avec lesquelles on pourra former deux groupes

^, y, ^,

qui ne seront pas indépendants l'un de l'autre. On aura, par suite,

On trouvera, d'ailleurs,

E'—o ^_ï-2_, r o p (1.2.3)2

1.2.3.4.5.6

(I.2)(I.2.3)^
'°'

et l'onen conclura
M=z2.3 — 6,

m = 10.1.12 =z 120.

Pour montrer une application des formules (i i) et (12), supposons

/ï = 4, et

Q,z=xy-\-zu.

Alors Q, sera une fonction transitive complexe des quatre variables

x,y, z, u, avec lesquelles on pourra former deux groupes

^> y,

qui seront indépendants l'un de l'autre. On aura, par suite,

ar=.2, k r=:2.

On trouvera d'ailleurs

K=2, 9t=-^=j A— 2, X—~=z\.

'^-(I.2)(l.2r-^'
OEuvres de C. — S. I, t. IX. 4o
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et l'on en conclura

m =; 3. i.i c= 3.

On peut encore établir à l'égard des fonctions transitives diverses

propositions dignes de remarque, et en particulier les suivantes :

Théorème I . — Supposons que Ci soit tout à la fois une fonction tran-

sitive de n variables

X, y, z, ...

et une fonction intransitive de n — i variables

7, z, ....

Supposons d'ailleurs indépendants les uns des autres les divers groupes

que l'on obtient quand, x demeurant immobile, on réunit toujours dans

un même groupe deux variables dont l'une peut passer à la place de

l'autre, sans que la valeur de ù soit altérée. Enfin soit a le nombre des

xmriables comprises dans le groupe ou dans les groupes qui en renferment

le plus, et supposons que l'un des groupes de a lettres se compose des

variables

a, g, y,

Lorsqu'on voudra rendre immobile, non plus la variable x, mais une

quelconque des variables situées hors du groupe ol, S, y, . .
,

, le même

groupe se reproduira toujours.

Démonstration. — En effet, le groupe a, ê, y, • • • étant l'un de ceux

que l'on forme quand on suppose x immobile, et étant, dans cette

hypothèse, indépendant de tous les autres, on pourra, sans altérer la

valeur de la fonction Ù, faire passer une quelconque des variables de

ce groupe à la place d'une autre, par exemple S à la place de a, en

opérant des substitutions qui ne renfermeront aucune des variables

situées hors du groupe, et, par conséquent, en laissant immobile

chacune de ces dernières variables. Donc deux variables choisies arbi-

trairement dans le groupe a, ê, y, ... se trouveront réunies encore

dans l'un des groupes que Ton formera en laissant immobile une
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variable quelconque t située hors de ce groupe. Mais, la fonction U
étant supposée transitive, t pourra prendre la place de x\ par suite,

les groupes que l'on formera en laissant/ immobile seront semblables

aux groupes que l'on formera en laissant x immobile; et, dans les

deux cas, les groupes correspondants offriront nécessairement les

mêmes nombres de lettres. Donc, puisque a est le nombre maximum

des lettres dans les groupes formés quand x est immobile, a sera aussi

le nombre maximum des lettres comprises dans les groupes que l'on

formera, en laissant t immobile ; et, puisqu'alors un des groupes ren-

fermera les a lettres a, ê, y, . .
.

, il n'en renfermera pas d'autres. Donc

le groupe a, ê, y, ... se reproduira toujours dans le cas où on laissera

immobile l'une quelconque des variables situées hors de ce groupe.

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I,

soient

ce, ê, y, ...

et

l, n, V, ...

deux groupes de n lettres, correspondants, le premier, au cas où l'on sup-

pose immobile une certaine variable x, le second ,au cas où l'on suppose

immobile une autre variable y. Si le nombre a vérifie la condition

(i3) la < n,

c est-à-dire si le nombre a est inférieur à -> alors les deux groupes dont ii

s'agit n'offriront nas de lettres communes, quand ils seront distincts Vun

de l'autre.

Démonstration. — En effet, la condition (i3) étant supposée rem-

plie, il existera, parmi les n variables

X, y, z, • •

,

au moins une variable t située en dehors des deux groupes

a, ê, y, ...,

1, [i, V, ...,
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dont chacun renferme a lettres. Donc, chacun de ces deux groupes se

reproduira quand on laissera t immobile (théorème I); et, par suite,

si ces deux groupes sont distincts l'un de l'autre, ils n'offriront pas de

lettres communes.

Corollaire. — La fonction i2 étant supposée transitive, une variable

quelconque t pourra passer à la place de a, sans que la valeur de 12 soit

altérée; donc, une variable quelconque t fera nécessairement partie

d'un groupe semblable au groupe a, ê, y, ... et composé pareillement

de a lettres. Donc, les mêmes choses étant posées que dans les théo-

rèmes I et II, si l'on réunit toujours dans un même groupe deux

variables dont l'une peut prendre la place de l'autre, en vertu d'une

substitution qui, sans altérer la valeur de £2, déplace moins de

n lettres, les divers groupes que l'on formera renfermeront chacun

a variables, et deux quelconques de ces groupes n'offriront pas de

lettres communes. Or, comme cette faculté qu'on aura de pouvoir

séparer les variables
X, 7, s, ...

en groupes distincts et composés chacun de a variables tiendra évi-

demment, non pas à la forme des lettres qui représentent les variables,

mais aux places qu'elles occupent dans la fonction 12, et à la nature de

cette fonction, il est clair que, après une substitution quelconque, les

mêmes groupes devront se reproduire, quel que soit le nombre des

lettres déplacées. Donc, une substitution quelconque aura toujours

pour effet unique, ou de déplacer des lettres dans chaque groupe, ou

d'échanger les groupes entre eux, en laissant invariable la composi-

tion de chaque groupe. Enfin, les groupes devront être nécessairement

déplacés par toute substitution qui fera passer à la place l'une de

l'autre deux variables comprises dans deux groupes différents com-

posés chacun de a lettres. Donc, dans l'hypothèse admise, la fonction Î2

sera du nombre de celles que nous appellerons fonctions transitives

complexes, si le nombre a surpasse l'unité; et l'on peut énoncer la

proposition suivante :
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Théorème III. — Supposons que Çl soit tout à lafois une fonction tran-

sitive de n variables

•^) JK) ^> • • •

et unefonction intransitive de n — \ variables

Supposons d'ailleurs indépendants les uns des autres les divers groupes

qu'on obtient quand, x demeurant immobile, on réunit toujours dans un

même groupe deux variables dont l'une peut passer à la place de l'autre

sans que la valeur de ù soit altérée. Enfin, soit a le nombre des variables

comprises dans le groupe ou dans les groupes qui en renferment le plus.

Si le nombre a est inférieur à -, mais supérieur à l'unité, il sera une

fonction transitive complexe des n variables

quipourront être partagées en groupes composés chacun de a lettres telle-

ment choisies, que toute substitution qui n'altérera pas la valeur de Çl

aura pour effet unique, ou de déplacer des variables dans chacun de ces

groupes, ou d'échanger ces groupes entre eux.

Exemple. — Pour obtenir une fonction (2 de n variables, sur

laquelle se vérifie le théorème qu'on vient d'énoncer, il suffît de

prendre /i — 6 et

Alors, X demeurant immobile, 12 est une fonction intransitive des cinq

variables

y, z, u, V, w,

qui se partagent en trois groupes, indépendants et non permutables

entre eux, dont chacun renferme une ou deux variables, ces trois

groupes étant

z, u,
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Mais, quand £r redevient mobile, ù est évidemment une fonction tran-

sitive complexe des six variables

^, y> z, u, V, w,

qui se partagent en trois groupes indépendants et permutables entre

eux, dont chacun renferme deux variables, ces trois groupes étant

^, y,

z, u.

Corollaire I. — Le théorème précédent peut être étendu au cas

même où l'on aurait a = -• En effet, soient, dans ce cas,
2

a, ê, y, ...,

1, II, V, ...

deux groupes, composés chacun de a lettres, dont on obtient le pre-

mier en laissant immobile la variable x, le second en laissant immo-

bile une autre variable y. S'ils offrent une ou plusieurs lettres

communes, il existera au moins une variable / située au dehors de

chacun d'eux, et par suite ils ne pourront être distincts l'un de

l'autre (^voirie, théorème I). Donc, s'ils sont distincts, ils renferme-

ront chacun la moitié des variables x, y, z, ... , comprises dans la

fonction 12, et cette fonction sera une fonction transitive complexe des

variables x, y, z, ..., qui pourront être partagées en deux groupes

composés chacun de a variables.

Corollaire IL — Supposons maintenant que le nombre a soit supé-

rieur à -) et posons
2 ^

n — a^=.b.

Alors on aura

b<-,
2

et, parmi les groupes que l'on formera en laissant immobile une

J
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variable ;r, un seul sera composé de a lettres

a, 6, y,

Nommons
\ V-, ^, -•

les lettres qui resteront en dehors de ce groupe et qui seront en

nombre égal à h. Chacune d'elles jouira de cette propriété remar-

quable que, si on la rend immobile, le groupe a, ê, y, ... se repro-

duira toujours. Il y a plus : le groupe a, ê, y, ... cessera évidemment

de se reproduire si l'on rend immobile une des variables comprises

dans ce groupe; et par suite les h variables

X, \}., V, ...

formeront un nouveau système ou groupe de variables qui jouiront,

exclusivement à toutes autres, de la propriété dont il s'agit. Mais la

fonction Q étant, par hypothèse, une fonction transitive, un autre

groupe de b variables

^',
f^',

V, ...

jouira encore de la même propriété relativement à un autre groupe

de a variables

«', ê', /, ...;

et, non seulement le groupe

^',
f^',

v, ...

devra être distinct du groupe

>^, F, V, ...,

mais, de plus, ces deux groupes n'offriront pas de lettres communes.
En continuant ainsi, on verra, dans l'hypothèse admise, les n variables

3:, y, z, ...J

se partager en divers groupes, composés chacun de b variables telle-
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ment choisies, que deux quelconques de ces groupes n'offriront pas

de lettres communes. D'ailleurs, il est clair que, après une quel-

conque des substitutions qui n'altèrent pas la valeur de ù, ces mêmes

groupes devront toujours se reproduire, et l'on doit en conclure que

ù sera une fonction transitive complexe. On peut donc énoncer encore

la proposition suivante :

Théorème IV. — Supposons que Q soit tout à la fois une fonction tran-

sitive de n variables

et unefonction intransitive de n — i iiaiiahles

y, -, • • • •

Supposons, d'ailleurs, indépendants les uns des autres les divers groupes

qu'on obtient quand, x demeurant immobile, on réunit toujours dans un

même groupe deux variables dont l'une peut passer à la place de Vautre,

sans que la valeur de £1 soit altérée. Enfin, soit a le nombre des variables

comprises dans le groupe qui en renferme le plus, et posons

hr=in — a.

Si le nombre a est supérieur « -> (2 sera unefonction transitive complexe

des n variables

'^f J f ""' • • • ,

quipourront être partagées en groupes composés chacun de b lettres telle-

ment choisies, que toute substitution qui n'altérera pas la valeur de û

aura pour effet unique, ou de déplacer des variables dans chacun de ces

groupes, ou d'échanger ces groupes entre eux.

Exemple. — Pour obtenir une fonction O de /i variables, sur

laquelle se vérifie le théorème qu'on vient d'énoncer, il suffit de

prendre /z = 6 et

^ = xy -+- zu -f- vw.

Alors, X demeurant immobile, li est une fonction intransitive des
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cinq variables

J, Z, U, V, w,

qui se partagent en deux groupes indépendants et non permutables

entre eux, composés, le premier, d'une seule variable j, le second,

de quatre variables z, u, v, w. Mais, quand x redevient mobile, ù est

une fonction transitive complexe des six variables

^, /, s, u, ç, W,

qui se partagent en trois groupes indépendants et permutables entre

eux, savoir :

•^» y,

z. II,

Des raisonnements semblables à ceux dont nous avons fait usaa:e

pour établir le théorème III suffiraient encore évidemment pour

démontrer la proposition suivante :

Théorème V. — Soient ù unefonction transitive des n variables

•^> y9 Zy
• • • f

et l un des nombres entiers inférieurs à n. Supposons d'ailleurs que, dans

le cas où une variable x demeure immobile, les variables restantes

J> z, ...

se partagent en plusieurs groupes indépendants les uns des autres, quand
on réunit dans un même groupe deux variables dont l'une peut passer à

la place de l'autre, en vertu d'une substitution qui n'altère pas la valeur

de ù, et qui déplace l variables au plus. Enfin, soit a le nombre des

variables comprises dans le groupe ou dans les groupes les plus considé-

rables. Si le nombre a est inférieur à-,ù sera une fonction transitive

complexe des variables

et ces variables se partageront en groupes distincts composés chacun de

OFMiTes de C. ~ S.l,t.lX. 4l
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a lettres tellement choisies, que toute substitution qui n'altérera pas la

valeur de Çl aura pour effet unique, ou de déplacer des variables dans

chaque groupe, ou d'échanger les groupes entre eux.

Pour qu'une fonction 12 de n variables

X, y, z, ...

soit effectivement une fonction transitive complexe, il est nécessaire

que les groupes formés avec les diverses variables, de manière à

remplir les conditions que nous venons de rappeler, renferment

chacun plusieurs variables; en d'autres termes, il est nécessaire que

le nombre a des variables comprises dans chaque groupe surpasse

l'unité.

Si le nombre a se réduisait à l'unité, cela signifierait que, la variable n

devenant immobile, toutes les autres variables y, z, ... le deviennent

également. Alors on pourrait affirmer : i° que la fonction transitive,

représentée par O dans le théorème III, offre précisément n valeurs

égales; 2° que toute substitution qui n'altère pas la valeur de ù est,

ou une substitution circulaire de l'ordre n, ou le produit de k substi-

tutions circulaires de l'ordre j, le nombre k étant un diviseur de n.

Au reste, je reviendrai sur ce sujet dans un autre article, où j'indi-

querai la forme générale des substitutions qui laissent intacte la

valeur de £1, en déplaçant le moins de variables qu'il est possible, et

où je montrerai que, si l'on multiplie l'une par l'autre deux substitu-

tions quelconques, l'ordre de la substitution nouvelle ainsi obtenue

ne sera jamais altéré quand on échangera entre eux les deux facteurs.
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303.

Analyse mathématique. — Sur le nombre des valeurs égales ou inégales

que peut acquérir une fonction de n variables indépendantes, quand

on permute ces variables entre elles d'une manière quelconque.

C. R., T. XXI, p. 779 (6 octobre i8.1'5).

§ I. — Recherches nouvelles sur les substitutions.

Soit £2 une fonction donnée de n variables

•^> y> -"> • • • >

et désignons par de simples lettres P, Q, R, ... des substitutions rela-

tives à ces mêmes variables. Si l'on nomme a l'ordre de la substitu-

tion P, a sera la plus petite des valeurs entières de / pour lesquelles

se vérifiera la formule

(I) P^==i.

De plus, / et ^ étant des nombres entiers quelconques, on aura géné-

ralement

(2) pA:a4-/_p/^

Pour assigner une signification précise à la notation P~', il suffît

d'étendre, par analogie, l'équation (2) au cas même où / devient

négatif. Alors on trouve

(3) p-/— pAa-/

et, en particulier,

(4) P-»=pa-l.

Si, pour fixer les idées, on suppose a == 6 et

^ = {oc,y,z){u,v),

on aura

V-^=V^z={x,z,y){u,v).
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D'ailleurs, si la substitution P fait passer une certaine variable y à

la place d'une autre variable œ, il est clair que, réciproquement, ce

viendra remplacer j en vertu de la substitution

pa—1_- p—
1^

Nous dirons, pour cette raison, que la substitution P-' est Vinverse de

la substitution P, Dans le cas particulier où l'on a

on a aussi

puisqu'une substitution circulaire du second ordre a pour effet

unique de remplacer l'une par l'autre deux variables données. Dans

le cas général, les facteurs circulaires dans lesquels pourra se décom-

poser la substitution P~' seront évidemment inverses des facteurs cir-

culaires dans lesquels se décomposera la substitution P.

Ajoutons que l'inverse de la substitution P'est évidemment P"'.

Soient maintenant
P, Q

deux substitutions différentes, la première de Tordre a, la seconde de

l'ordre b, et posons
R rz: PQ, S = QP.

On en conclura
R2=PQPQ, S2=QPQP,

etc. ; puis on tirera de ces diverses équations

RP =:PS,

R2P = PS-,

et généralement

(5) R'P = PS',

/ étant un nombre entier quelconque. Or il résulte évidemment de

l'équation (5) que, des deux formules

(6) R'=I, S':=I,
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la première entraînera toujours la seconde et réciproquement. Donc

la plus petite valeur entière de /, propre à vérifier la première for-

mule, sera aussi la plus petite valeur entière de / propre à vérifier la

seconde. Donc R et S seront toujours deux substitutions de même
ordre, et l'on peut énoncer la proposition suivante :

Théorème I. — Si l'on multiplie deux substitutions l'une par l'autre,

on obtiendra pour produit une troisième substitution dont l'ordre ne

variera pas quand on échangera entre eux les deux facteurs.

Ainsi, par exemple, si l'on multiplie : i" (x,y) par (y, z); 2° (y, z)

par (x,y), on obtiendra pour produit, dans le second cas comme dans

le premier, une substitution du second ordre, et l'on trouvera

iy,z){x,y) = {a:,z,y), {^,y) (y,^) = {^,y, z).
'

Deux substitutions étant toujours inverses l'une de l'autre, quand
leur produit est l'unité, on en conclut que la substitution PQ a pour
inversé Q-'V~\ et que, pareillement, la substitution P^Q^ a pour
inverse Q~'^P-'^.

Concevons maintenant que la suite

(7) I, P, Q, R, S, ...

représente un système de substitutions conjuguées. Si l'on nomme a
l'ordre de la substitution P, la suite (7) devra renfermer, en premier

lieu, les substitutions

(8) I, P, PS ..., p«-i.

Soit, d'ailleurs, Q une des substitutions qui font partie de la suite (7),
sans être renfermées dans la suite (8). La suite (7) renfermera les

substitutions

(9) Q, PQ, P^Q, ..., P«-»Q,

et aucune de celles-ci ne pourra se confondre avec l'une des substi-

tutions

1. P PS Da-l.
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car, si l'on avait, par exemple,

P*Q3zP/%

on en conclurait

Soit encore R une substitution qui fasse partie de la suite (7), sans

être renfermée ni dans la suite (8), ni dans la suite (9). La suite (7)

renfermera nécessairement les substitutions

R, PR, P^R, R,

et aucune de ces dernières ne sera comprise ni dans la suite (8), ni

même dans la suite (9); car, si l'on avait, par exemple.

on en conclurait

P^R — p/'Q,

Rz=p/-^Q.

En continuant ainsi, on partagera finalement la suite des substitutions

conjuguées

en plusieurs suites

(10)

I, P, Q, R,

/
I, P, PS

I

Q, PQ, P^Q,

i R, PR, P^R, .

pa-1

p— Q,

P«-'R,

dont chacune renfermera a substitutions diverses. Donc, si l'on

nomme I le nombre des substitutions conjuguées

I, P, Q, R, ...,

ou, ce qui revient au même, l'ordre de leur système, I sera un mul-

tiple de a. On peut donc énoncer la proposition suivante :

Théorème IL — L'ordre d'un système de substitutions conjuguées est

divisible par l'ordre de chacune de ces substitutions.

Corollaire. — Il importe d'observer que, en raisonnant toujours de
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la même manière, on pourrait intervertir Tordre des facteurs, et sub-

stituer ainsi au Tableau (lo) un Tableau de la forme

/
I, P, PS ..., p«-s

\q, QP, QP% ••., QP^-\
(il)

\

R, RP, RPS ..., RP«-',

On peut encore établir la proposition suivante :

Théorème III. — Soient

P, Q

deux substitutions, la première de l'ordre a, la seconde de l'ordre h, et

supposons qu'aucune des substitutions

P, PS ..., P»-i

ne se retrouve parmi les substitutions

Q, Q\ ., Q^-',

en sorte que l'équation

(12) P/'^Q/^

ne se vérifiejamais , excepté dans le cas ou l'on a

Supposons encore que les deux suites

(i3) P, PQ, P^O, ..., P«-'Q

et

(»4) Q, QP, QP2, ..., Qpa-i

offrent précisément les mêmes substitutions, rangées seulement suivant

deux ordres différents. Alors toutes les dérivées des deux substitutions P, Q
seront comprises dans chacune desformes

(13) p/.QA-^ Q^p^^

et, par suite, ces dérivées offriront un système de substitutions conjuguées

dont l'ordre sera égal auproduit ab.
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Démonstration. — En effet, pour déduire les dérivées dont il s'agit

les unes des autres, et pour les déduire même des substitutions P et Q,

il suffira d'effectuer des multiplications successives dans lesquelles

le multiplicateur sera toujours P ou Q, le multiplicande étant l'une

des dérivées déjà obtenues. Or, si dans ces multiplications on emploie

une seule fois le facteur Q, la forme la plus générale du produit

obtenu R sera
R-P^QP'»,

et, dans l'hypothèse admise, on pourra réduire ce produit R à l'une

quelconque des deux formes P^Q, QP'^, puisqu'on pourra échanger le

facteur Q avec l'un quelconque des facteurs P^, P'^', en modifiant

convenablement la valeur de h ou h'. Si l'on emploie deux fois le

facteur Q, la forme la plus générale du produit obtenu R sera

R=:P/'QP/^QP/'\

Maison pourra encore échanger chacun des facteurs Q avec une puis-

sance quelconque de P, en modifiant convenablement le degré de

cette puissance, et réduire ainsi R à l'une des formes P^QS Q-P^, —
Cela posé, les seules dérivées qui pourront être distinctes les unes

des autres seront évidemment celles qui sont renfermées dans le

Tableau
PS

P^Q,

P^QS(i6)

Q,

P,

PQS

Q'-S PQ*-S V'Q"-\

P«-',

P"-iQ,

_p«-lQ/;

OU bien encore dans le Tableau

('7)

/
I, P, PS

\ Q, QP, QPS

1 Q6-i^ Q6-ip, Q^'-IPS

Pa-l

, QP^-',

, Q^P'^-S

, Q''-»P«-'.
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D'ailleurs, toutes les substitutions comprises dans chacun de ces Ta-

bleaux seront certainement distinctes les unes des autres. Car, si l'on

suppose, par exemple,

h, h! étant deux termes de la suite o, i , 2, . . . , « — i , et ^, /;' deux

termes de la suite o, i , 2, . .
. , Z> — j , on en conclura

et, dans l'hypothèse admise, cette dernière équation entraînera les

deux conditions

h^h' (mod.a), k'=k (mod.è),

par conséquent, les deux suivantes

h'=h, k'=k.

Enfin, tous les termes du Tableau (16) ou (17) étant distincts les uns

des autres, le nombre de ces termes, qui représentera l'ordre du

système de substitutions conjuguées, sera évidemment égal au pro-

duit aè.

Parmi les substitutions que l'on peut former avec n variables

^> y> *> • • •

>

l'une des plus simples est la substitution circulaire

P = (.r,y, ^, ...),

dont l'ordre a est précisément le nombre n.

Si l'on représente les diverses variables par une seule lettre x, suc-

cessivement affectée des indices

o, I, 2, ..., n — f,

alors on aura

('^) P=(^0, ^l, ^2, •••, ^«-1).

Si d'ailleurs on regarde comme pouvant être indifféremment rem-

placés l'un par l'autre deux indices dont la différence se réduit à un
OEuvres de C, — S. I, t, l\. ^2
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multiple de n, de sorte qu'on ait, pour une valeur quelconque du

nombre entier /, .

alors, faire subir à une fonction donnée ù la substitution P*, ce sera

remplacer généralement x^ par Xi^h, ou, en d'autres termes, ce sera

faire croître l'indice / d'une variable quelconque de la quantité h.

Après la substitution circulaire P, qui renferme toutes les variables,

l'une des substitutions les plus simples est celle qu'on obtient quand

on multiplie l'indice / d'une variable quelconque par un nombre r

premier à n. Nommons Q une telle substitution. Faire subir à une fonc-

tion donnée 12 la substitution Q*, ce sera évidemment multiplier l'in-

dice / d'une variable quelconque par a^.

Cela posé, il est clair que, faire subir à une fonction donnée la sub-

stitution
Q^P\

ce sera remplacer l'indice /d'une variable quelconque par l'indice

Au contraire, faire subir à une fonction donnée la substitution

ce sera remplacer l'indice /d'une variable quelconque par l'indice

Donc on aura généralement

(19)
p/''QA•=Q^p^

si l'on a
h'-\-rH=r''{l-^h),

ou, ce qui revient au même, si l'on a

h'—r'^h.

Mais alors l'équation (19) donnera

(20)
P'-*AQA:^QA:p/».
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On peut donc énoncer généralement la proposition suivante :

Théorème IV. — Représentons par

Xq, ^1, Xi, • • -y Xfi

n variables distinctes, et supposons généralement Xi= x„^i = X2n+i= • -

Soit d'ailleurs

enfin, soit r un nombrepremier à n, et représentons parQ la substitution

qu'on obtient quand on remplace Xi par x^i. Alors on aura, pour des va-

leurs entières quelconques de h et de k,

(ai) P'*AQA=rQ^pA,

Corollaire. — Il est bon d'observer que la substitution P et ses

diverses puissances, quand elles ne se réduisent pas à l'unité, ren-

ferment les n variables données

X(i, Xi, X^, • • •, Xfi^^.

Au contraire, la substitution Q et ses puissances laissent toujours

immobile au moins la variable x^^, même dans le cas où n est un

nombre premier. Donc les substitutions désignées par P et Q dans le

théorème IV ne peuvent jamais vérifier la formule

si ce n'est dans le cas où l'on a P^= i
,
Q* == i . D'autre part, en posant

^ = I, on tire de la formule (21)

(22) P'/'Q — QP'i,

et il résulte de cette dernière que, dans l'hypothèse admise, les deux

suites

Q, PQ, P^Q, ..., P'^-^Q,

Q, QP, QPS ..., QP«-^

offrent précisément les mêmes substitutions diversement rangées.

Enfin Q sera évidemment, ou une substitution circulaire, ou le pro-
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duit de plusieurs substitutions circulaires de même ordre, cet ordre

étant précisément le plus petit nombre entier i que vérifie la formule

(23) ri=\ (mod. n).

Cela posé, les théorèmes III et lY entraîneront la proposition sui-

vante :

Théorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème IV,

les dérivées des substitutions P, Q seront toutes comprises sous chacune

des deux formes
p/^Q^ Q^P/'.

De plus, si l'on nomme i le plus petit nombre entier propre à vérifier la

formule (23), i sera précisément l'ordre de la substitution Q, et l'ordre

du système de toutes les substitutions dérivées de V et Q sera équivalent

au produit
ni.

Corollaire I. — n étant un nombre entier quelconque, et rl'un des

nombres premiers à n, l'exposant / de la puissance à laquelle il faut

élever la base r pour obtenir un nombre équivalent, suivant le mo-

dule n, à un reste donné, est ce qu'on nomme Vindice de ce reste.

Cela posé, le plus petit nombre ? propre à vérifier la formule

r' = i (mod. n)

n'est autre chose que le plus petit des indices de l'unité. Ce même

nombre i est aussi celui qui indique combien l'on peut obtenir de

restes différents, en divisant par n les termes de la progression géomé-

trique
I , /•, /•% /•% . .

.

,

et qui a été, pour cette raison, dans un précédent Mémoire, désigné

sous le nom ^'indicateur. D'ailleurs, pour un module donné n, l'indi-

cateur i dépend de la base r et devient un maximum ,
quand cette

base r est une racine primitive du module n. Ajoutons que, si l'on

nomme / l'indicateur maximum, chacun des indicateurs correspon-
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dants aux diverses bases représentées par la suite des nombres pre-

miers à n sera égal à / ou à un diviseur de /. Observons enfin que, si

l'on pose
nzzipfqs, ...,

p, q, . . . étant les facteurs premiers de n, I sera le plus petit nombre

qui soit divisible à la fois par chacun des produits

l'un de ces produits, savoir celui qui répond au facteur 2, devant être

remplacé par sa moitié, quand n est pair et divisible par 8.

Corollaire II. — Si /i se réduit à une puissance d'un nombre pre-

mier/3, en sorte qu'on ait

n — pf,

on trouvera

I^pf-'{p-i) = n{i-\\

Corollaire III. — Si w se réduit à un nombre premier, on aura sim-

plement
/= n — I.

Les observations que nous venons de faire conduisent immédiate-

ment à la proposition suivante :

Théorème VI. — Concevons que, n variables indépendantes étant repré-

sentées par les termes de la suite

3C(jy Xy, CC<^, • •} ^llf

on regarde commepouvant être indifféremment remplacés l'un par Vautre

deux indices dont la différence est un multiple de n, et posons

Soient d'ailleurs r une racine primitive du module n, et I l'indicateur

maximum relatif à ce module, c'est-à-dire le plus petit des indices de

l'unité correspondants à la base r. Soit enfin Q la substitution qui consiste

à remplacer généralement XiparXri. L'ordre de la substitution Q sera Vin-
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dicateur maximum /, el l'ordre du système des substitutions dérivées de P

et de Q sera représentépar le produit

ni.

Corollaire I. — Si n est un nombre premier, on aura simplement

/ = /i — I, et, par suite, l'ordre du système des substitutions dérivées

de P et de Q sera représenté par le produit

/^(/^ — i).

Corollaire II. — Concevons maintenant que l'on représente par a

un diviseur quelconque de n, et par b un diviseur quelconque de /.

Concevons encore que, dans la formule

(24)
p'•^/^Q*=Q^p^

où A et ^ désignent deux nombres entiers quelconques, on remplace h

par ah, et k par bk; on trouvera

puis en posant, pour abréger,

(25) R=iP«, S = Q^

on obtiendra la formule

(26) R''"AS*=5^RA,

dans laquelle R, S représenteront deux substitutions dont la première

sera de l'ordre -, la seconde de l'ordre t- Cela posé, à l'aide de rai-

sonnements semblables à ceux dont nous avons fait usage pour établir

le théorème V, on déduira immédiatement de la formule (26) la pro-

position suivante :

Théorème VII. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème VI,

si l'on nomme a un diviseur quelconque de n, et b un diviseur quelconque

de /, les deux substitutions

P«, Q''
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et leurs dérivéesformeront un système de substitutions conjuguées, dont

l'ordre sera
ni
ab

Au lieu de représenter les diverses variables par une même lettre

successivement accompagnée d'indices divers, on pourrait continuer

à les représenter par différentes lettres, puis assigner à chaque variable

un numéro propre à indiquer le rang qu'elle occuperait dans la série

de ces lettres x,y, z, . . . écrites à la suite l'une de l'autre, suivant un

ordre arbitrairement choisi. Alors la substitution désignée par Q dans

les théorèmes précédents serait celle qui consiste à remplacer la

variable correspondante au numéro / par la variable correspondante

au numéro ri, ou plutôt au numéro équivalent au reste de la divi-

sion du produit ri par le nombre n.

Supposons, pour fixer les idées, n = 5; alors cinq variables, repré-

sentées par les lettres

a;, j, z, u, ç,

pourront être censées correspondre aux numéros

I, 2, 3, 4, 5.

Alors aussi, en multipliant les quatre premiers numéros par le fac-

teur r, on obtiendra les produits

r, 2/-, 3/-, 4r;

et, si l'on pose r=2, ces produits, divisés par 5, donneront pour

restes

2, 4, I, 3.

Ainsi, dans cette hypothèse, la substitution que nous avons désignée

par Q aura pour effet de substituer aux variables dont les numéros
étaient

I, 2, 3, 4

les variables dont les numéros sont

2, 4, I, 3,
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c'est-à-dire, en d'autres termes, de substituer aux variables

X, y, z, u

les variables

y, u, X, z.

On aura donc

Gela posé, on conclura du théorème V que les dérivées des deux sub-

stitutions circulaires

V — {x,y,z,u,v), Q = {x,y,u,z)

sont toutes de la forme
p^o^ Q^p^

et que l'ordre du système de ces dérivées est égal au produit

5.4 = 20

des nombres 5 et 4 qui représentent les ordres des substitutions P

et Q. Ajoutons que, en vertu de la formule (20), on aura générale-

ment
p2lA Q/.--_ QArp/i^

§ II. — Sur la formation de fonctions qui offrent un nombre donné

de valeurs égales ou un nombre donné de valeurs distinctes.

Soit Çl une fonction donnée de n variables indépendantes

"^> y^ -*'» • • • •

Si certaines substitutions n'altèrent pas la valeur de H, toutes les déri-

vées de ces substitutions jouiront de la même propriété; et, par suite,

si l'on nomme
I, P, Q, R, S, ...

les substitutions diverses qui n'altéreront pas la valeur de la fonction ù,

celles-ciformeront toujours un système de substitutions conjuguées, dont

l'ordre M sera précisément le nombre des valeurs égales de Çl.
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On peut aussi démontrer la proposition réciproque, dont voici

l'énoncé :

Théorème. — SiM substitutions

I, P, Q, lî, S, ...,

correspondantes au système de n variables x, y, z, . . . , forment un sys-

tème de substitutions conjuguées, on pourra toujours trouver une fonc-

tion ù de ces variables, qui offreM valeurs égales.

Démonstration. — Soit s une fonction finie et continue de

X, J, z, ...,

choisie arbitrairement parmi celles dont toutes les valeurs sont iné-

gales, et posons, pour abréger,

IS = 1.1. . .n.

Les valeurs inégales de s, en nombre égal à A^, correspondront aux

divers arrangements que l'on pourra former avec les variables x, y,

z., ... ; et, si l'on nomme

celles de ces valeurs qui seront fournies par les substitutions

I, P, Q, R, ...,

appliquées à la fonction s; si d'ailleurs on représente par

Fis,s„s,„ ...)

une fonction symétrique, finie et continue de s, s^, s^, ..., cette der-

nière fonction ne pourra être altérée par aucune des substitutions dont

il s'agit. Il est aisé d'en conclure que, si l'on pose

Q = F{s,s„s„, ...),

le nombre des valeurs égales de Q sera égal a M ou k un multiple

de Af
.

Il y a plus : le nombre des valeurs égales de Q ne sera un mul-

tiple de M que dans certains cas particuliers, par exemple lorsque, a

OEuires de C— s. l,i.iy:.. 43

/
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étant une fonction linéaire de x, y, z, .. ., on prendra pour 12, ou la

somme s -+- s^-+- s^^-i- ..., ou une fonction de cette somme. Mais le plus

souvent le nombre des valeurs égales de

sera précisément M. On peut en particulier démontrer qu'il en sera

ainsi quand on posera

en prenant pour s une fonction linéaire de œ, y, z, . .
.

, déterminée par

une équation de la forme
,

l

s = ace -i- by -+- cz -\- . . .,

et en supposant que, dans cette même équation, les coefficients «, b,

c, . . . des diverses variables sont des quantités inégales dont la somme

ne s'évanouit pas. Admettons, en effet, cette hypothèse, et soit ù' une

des valeurs qu'on obtient pour la fonction 12, en lui appliquant une

substitution T non comprise dans la suite

I, P, Q, R, S, ....

Soit d'ailleurs

s'z= a'a; +- b'y + c' z -h. . .

ce que devient s en vertu de la substitution T, les coefficients

a', b', c', ...

étant les coefficients donnés

a, b, c, . . .

,

rangés dans un nouvel ordre. La fonction 12' renfermera, au lieu du

facteur s, le facteur s' qui ne sera pas compris dans 12. Donc il sera

impossible que l'on ait

quels que soient x, y, z, Car, si cette condition était remplie, tout

système de valeurs de x, y, z, . . . , propre à vérifier l'équation

j'=:o OU a'X -{- b'y -\- c' Z + . . .^=z o,
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entraînerait les formules

et, par suite, l'une des formules

Sz=0, S,=:0, 5„=:0, ...,

par exemple l'équation

s=:o OU ax -i- by -h cz -h . . .-=^0.

Or, des deux équations

a'jr H- b'y + c'z -h . . .=: o, ax-hby-\-cz + ...~o,

dans lesquelles on a

a'+ b' -\- c' -+- . . .^= a -\- b -h c -+- . . .

,

l'une ne pourrait entraîner constamment l'autre que dans le cas où l'on

aurait-

a' b' c' a'^b'-\-c'-h...

a b c ' ' a -\- b -h c -i- . . .

Par conséquent, dans l'hypothèse admise, 12' sera distinct de (i, et l'on

pourra en dire autant de toutes les valeurs de O produites par des sub-

stitutions distinctes de

I, P, Q, R, S, ....

Donc ces dernières substitutions, dont aucune n'altérera la valeur

de il, seront les seules qui jouissent de cette propriété; et leur

nombre, représenté par M, sera aussi le nombre des valeurs égales

de la fonction

^= ss,s„....

Corollaire I. — Le nombre des valeurs de la fonction 12 resterait

évidemment égal à M si, au lieu de supposer

(0 s =1 ax -^ by + cz -h . . .,

(2) 9. = ss,s„...,
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on supposait

(3) s z=x'^y''z''. . .,

( 4 ) i2 r= ,Ç + 5, + .?„ 4-

Rien n'empêche, d'ailleurs, de réduire, dans l'équation (3), les expo-

sants

a, b, c, ...,

aux nombres entiers

O, I, 2, ..., /i.

Alors la fonction 12, déterminée par l'équation (4), est une fonction

entière de ^, y, s, . .
. , et son degré, indépendant de M, se trouve con-

stamment représenté par le nombre triangulaire

—

^

=0 + 14-2 + 3-+-. ..•+-«.
2

Au contraire, la fonction ù, déterminée par la formule (2), est une

fonction entière de x, y, z, ... du degré M.

Corollaire IL — Soit / l'indicateur maximum correspondant au

module n. Soient, de plus, a un diviseur de n, et h un diviseur

de /. Nous avons vu, dans le § I, que Ton peut toujours obtenir un

système de substitutions conjuguées dont l'ordre soit égal au produit

aly

ou même au rapport
ni
ab

Donc, aussi, on pourra toujours, avec n lettres x, y, z, . .
. , composer

une fonction Q, qui ofl're un nombre M de valeurs égales, la valeur

de M étant déterminée par la formule

(5) M=nl,

ou, plus généralement, par la formule

(6) M—n—r-
^ ' ab
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Ajoutons que le nombre m des valeurs distinctes de cette fonction

,

constamment déterminé par l'équation

(7)

sera, dans le premier cas,

(8) ..^illii^^iZlO,

dans le second cas,

I . 2 . . . ( /t — 1
)

(9) m =
j^

'- ab.

Si m se réduit à un nombre premier, on aura /= /i — i, et la for-

mule (8) donnera

(10) m = I .2. . .(« — 2).

Ainsi, n étant un nombre premier quelconque, on pourra former avec

n lettres une fonction telle que le nombre de ses valeurs distinctes soit

égal au produit
1 .2. . .{n — 2).

Cette remarque avait été déjà faite {voir la Résolution des équations

numériques, de Lagrange, Note XIII). Au reste, dans un autre article,

j'indiquerai les conséquences les plus importantes des formules que je

viens d'établir, et je comparerai les résultats qui s'en déduisent avec

ceux qui étaient déjà connus.

Corollaire III. — Si l'on prend successivement pour m les nombres

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, lo,

les valeurs correspondantes de / seront

1, 2, 2, 4, 2, 6, 2, 6, 4,

et, par suite, les valeurs de m tirées de la formule (8) seront

I, 1, 3, 6, 6o, 120, 2D20, 6720, 90720.
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304.

Analyse mathématique. — Mémoire sur diverses propriétés remarquables

des substitutions régulières ou irrégulières, et des systèmes de substitu-

tions conjuguées.

C. R., T. XXI, p. 835 (i3 octobre i845).

§ I. — Des substitutions régulières ou irrégulières.

Considérons une substitution relative au système de plusieurs va-

riables x,y, z, En supposant cette substitution réduite à sa plus

simple expression, je la nommerai régulière lorsqu'elle se réduira,

soit à une seule substitution circulaire, soit au produit de plusieurs

substitutions circulaires de même ordre. Je la nommerai au contraire

irrégulière lorsqu'elle sera le produit de plusieurs substitutions circu-

laires d'ordres différents. Cela posé, l'ordre d'une substitution régu-

lière sera évidemment l'ordre de chacun de ses facteurs circulaires. De

plus, une telle substitution jouira de cette propriété remarquable,

qu'une quelconque de ses puissances, distinctes de l'unité, sera encore

une substitution régulière, qui renfermera toutes les variables com-

prises dans la première. Ainsi, en particulier, si l'on pose

^{x,y,z, u, V, w),

P sera une substitution régulière, et même circulaire du sixième ordre,

dont les diverses puissances

PS P% PS P«

seront des substitutions régulières du troisième, du second et du

sixième ordre. On aura, par exemple,

V'^=.{x,z,v){y,u,w),

^^z:^{x,u){y,v){z,w).

Au contraire, les diverses puissances d'une substitution irrégulière
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seront, les unes régulières, les autres irréguliëres, et celles qui seront

régulières ne renfermeront qu'une partie des variables comprises dans

la substitution donnée. Ainsi, par exemple, si l'on pose

P sera une substitution irrégulière du sixième ordre, et

sera encore une substitution irrégulière du sixième ordre. Mais

seront des substitutions régulières du troisième ou du second ordre,

dont chacune ne renfermera nécessairement qu'une partie des varia-

bles comprises dans P.

Si l'on désigne généralement par «le nombre des variables que ren-

ferme une substitution régulière P, l'ordre a de cette substitution et

le nombre b de ses facteurs circulaires seront évidemment liés à i par

la formule
ir=zab.

Cela posé, concevons que l'on range sur a lignes horizontales dis-

tinctes, et sur b lignes verticales, les i variables comprises dans P, en

plaçant à la suite l'une de l'autre, dans une même ligne horizontale,

les variables qui se suivent immédiatement dans un même facteur cir-

culaire de P. On obtiendra encore une substitution régulière Q de

l'ordre i, en prenant, pour facteurs de Q, a substitutions circulaires de

l'ordre^, dans chacune desquelles seront placées, à la suite l'une de

l'autre, les variables que renferme une même ligne verticale. De plus,

il est clair que les deux substitutions

P, Q,

dont l'une aura pour effet unique d'échanger entre elles les lignes ver-

ticales, tandis que l'autre aura pour effet unique d'échanger entre elles

les lignes horizontales, seront deux substitutions permutables entre
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elles, par conséquent deux substitutions dont les dérivées seront toutes

comprises dans chacun des Tableaux

(0

(2)

ï.
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qui sera du quatrième ordre. Pareillement, si l'on pose

f
-- 6 —- 3 X 2,

alors, avec les six variables
X, y, z,

rangées sur deux lignes horizontales et sur trois lignes verticales, on

pourra composer les deux substitutions régulières

P = {x, y, z) («, <•, w), Q = {x, u) {y, v) {z, w),

qui seront permutables entre elles; et ces deux substitutions forme-

ront, avec leurs dérivées, un système de substitutions conjuguées qui

sera du sixième ordre. Au reste, ce dernier système ne sera autre

chose que le système des puissances de la substitution circulaire

{x,w, y, u,z,i'),

dont P et Q représentent les facteurs primitifs. ^

Au lieu de ranger les «variables données sur a lignes horizontales et

sur b lignes verticales, on pourrait représenter ces variables par une

seule lettre s affectée de deux indices, et représenter même les deux

systèmes d'indices par deux nouveaux systèmes de lettres

o(, ê, y, ..., }., IX, y,

Ainsi, par exemple, on pourrait représenter les six variables

•^> y* ^>

par

•^a,),» '^ô,).» ^y,),)

•^a,[j.» ''*o,y.f ^y,\>->

et alors les substitutions

P = {x,y,z){u,i>,w), Q = {x,u){y, i>){z,w)

s'offriraient sous les formes

P^(a,6,y), Q = (>.,f/),

CEuvrcs Je C. - S. 1, t. IX. 44
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qui rendraient sensibles les propriétés qu'ont ces deux substitutions

d'être permutables entre elles.

Concevons maintenant que le nombre entier

i=z abc. . .

soit décomposable en plusieurs facteurs a, b,c, ..., égaux ou inégaux.

Alors on pourra représenter i variables diverses

Xy y, z, ...

par une seule lettre s affectée de plusieurs indices, le nombre / de ces

indices étant égal au nombre des facteurs «, ^, c, ..., et représenter

même les divers systèmes d'indices par divers systèmes de lettres

a, 6, y,

À, l^,
V,

?. X' ^»

Cela posé, les substitutions P, Q, ... qui, étant exprimées à l'aide des

lettres a, ê, y, . . . , X, [jl, v, . . . , 9, 7^, '|, . . . , se présenteront sous les

formes

(3) P = (a,6,y, ...). Q=:(X,fx,v, ...), R = (9,x,4', ...),

seront évidemment des substitutions permutables entre elles, la pre-

mière de l'ordre «, la seconde de l'ordre b, la troisième de l'ordre c, ...,

et elles composeront, avec leurs dérivées, un système de substitutions

conjuguées dont l'ordre sera

i= abc. . .

.

Ajoutons que, si les substitutions (3) sont exprimées à l'aide des i let-

tres
X, y, ~-, • • •

,

chacune d'elles sera une substitution régulière qui renfermera toutes

ces lettres, P étant le produit de - facteurs circulaires de l'ordre a,

Q étant pareillement le produit de ^ facteurs circulaires de l'ordre b^ ....
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Dans le cas particulier où les /facteurs a, b, c, ... deviennent égaux

entre eux, on a

/ rr; a',

et les substitutions
P, Q, R, ...

forment avec leurs dérivées un système de a' substitutions diverses

qui sont toutes de l'ordre a, si a est un nombre premier, à l'exception

de celle qui se réduit à l'unité.

§ II. — Des substitutions semblables.

Soient
A, B, C, D

quatre arrangements formés avec n variables

œ, y, z;

En vertu des définitions adoptées, les deux substitutions

neront semblables entre elles, si elles diffèrent uniquement par la forme

des lettres qui, dans ces deux substitutions, occupent les mêmes

-places. Alors, non seulement les deux substitutions P, Q seront du

même ordre, mais elles offriront le même nombre de facteurs circu-

laires et le même nombre de lettres dans les facteurs circulaires cor-

respondants. Alors aussi on aura

et réciproquement, si la condition (2) est remplie, les deux substitu-

tions

seront semblables l'une à l'autre.
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Concevons maintenant que l'on pose

Alors on tirera de la formule (2), non seulement

mais encore

D'ailleurs, on aura identiquement

Q =
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trois facteurs dont les deux extrêmes seront inverses l'un de Vautre, le

facteur moyen étant précisément la substitution donnée P. Réciproque-

mont, YoM^/?roc?w«V de trois facteurs dont les deux extrêmes seront deux

substitutions inverses l'une de l'autre, le facteur moyen étant la substitu-

tion P, sera une substitution semblable à P.

Concevons maintenant que P, Q soient deux substitutions quel-

conques semblables ou dissemblables. Les produits

PQ, QP

seront, dans tous les cas, non seulement des substitutions de même
ordre, comme je l'ai remarqué dans un précédent article, mais encore

des substitutions semblables entre elles. En effet, si l'on pose

R = PQ, S^QP,

on en conclura, d'une part,

P=:Q-'S

et, par suite,

R=Q-iSQ;
d'autre part,

QznP-'R
et, par suite,

Si=P-'RP.

§ III. — Des systèmes de substitutions régulières et conjuguées.

Considérons un système de n variables

Soient d'ailleurs a un nombre entier égal ou inférieur à //, et ha un

multiple de h contenu dans n. Enfin, concevons qu'avec ah variables,

prises au hasard, on forme h groupes divers composés chacun de a let-

tres, et nommons

(0 P„ P., ..., P.

h substitutions circulaires de l'ordre a, dont chacune soit formée avec
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les variables comprises dans un seul groupe. Ces substitutions étant

permutables entre elles, le système de ces mêmes substitutions et de

leurs dérivées sera de l'ordre

Ajoutons que, si a est un nombre premier, le système dont il s'agit

renfermera seulement des substitutions régulières de l'ordre a, dont

quelques-unes, savoir les substitutions (i) et leurs puissances, se

réduiront à des substitutions circulaires de l'ordre a.

Soient maintenant h un nombre égal ou inférieur à A, et kh un multiple

de h contenu dans h. Avec plusieurs des précédents groupes que j'ap-

pellerai groupes de première espèce, on pourra composer des groupes

de seconde espèce, dont chacun embrasse h groupes de première

espèce, et dont le nombre soit égal à k. Cela posé, nommons

(2) Q„ Q, ..., Q,

des substitutions dont chacune consiste à permuter circulairement

entre eux les h groupes de première espèce compris dans un seul groupe

de seconde espèce. Chacune des substitutions (2), exprimée à l'aide

des variables primitives, sera une substitution régulière équivalente

au produit de a facteurs circulaires dont chacun sera de l'ordre h\ et

ces substitutions seront permutables, non seulement entre elles, mais

encore avec les substitutions (i). Par suite, le système des substitu-

tions (i) et (2) et de leurs dérivées sera de l'ordre

Ajoutons que, si a et h sont des nombres premiers, le système dont il

s'agit se composera uniquement de substitutions régulières, les unes

de l'ordre «, les autres de l'ordre h.

En continuant ainsi, on établira généralement la proposition sui-

vante :

Théorème I. — Considérons un système de n variables x, y, s,

Soient d'ailleurs a un nombre entier, égal ou inférieur à n, et i = ha un

multiple de a contenu dans n. Soient encore b un nombre entier, égal ou
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inférieur à h, et kb un multiple de h contenu dans h. Soient pareillement c

un nombre entier, égal ou inférieur à k, et le un multiple de c contenu

dans k. On pourra toujours former, avec i variables arbitrairement choi-

sies, un système de substitutions conjuguées dont l'ordre sera représenté

par le produit

lesfacteurs circulaires de l'une quelconque de ces substitutions étant tous

des puissances de substitutions circulaires de l'ordre a, ou de l'ordre b,

ou de l'ordre c, .... Par suite, si les divers nombres a, b^ c, ... sont tous

des nombres premiers, le système dont il s'agit se composera uniquement

de substitutions régulières dont chacune sera de l'ordre a, ou de l'ordre b,

ou de l'ordre c, ....

Corollaire. — En supposant les nombres a, b, c, ... tous égaux à un

même nombre premier/), on déduit immédiatement du théorème I la

proposition suivante :

Théorème II. — Considérons un système de n variables. Soit d'ail-

leurs p un nombre premier égal ou inférieur à n. Soient encore i = hp

un multiple de p contenu dans n, kp un multiple de p contenu dans h, Ip

un multiple de p contenu dans k, .... Avec i variables arbitrairement

choisies, on pourra toujours former un système de substitutions conju-

guées et régulières, dont chacune sera de l'ordre p, l'ordre du système

étant représenté par le produit

p'^p'^p' . . .
— p''+''^'+-.

Corollaire. — Rien n'empêche d'admettre que, dans le théorème

précédent, on désigne par hp le plus grand multiple de p contenu

dans n, par kp le plus grand multiple de p contenu dans h, par Ip le

plus grand multiple de/? contenu dans k, Alors

se réduit à la plus haute puissance de/^ qui divise exactement le pro-

duit
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et par suite on obtient, à la place du théorème II, la proposition sui-

vante :

Théorème III. — Considérons un système de n variables x, y, z, ....

Soient d'ailleurs p un nombre premier, égal ou inférieur à n, i le plus

grand multiple de p contenu dans /z, et p^ la plus haute puissance de p
qui divise exactement le produit

Avec plusieurs des variables x,y, z, . .
. , choisies arbitrairement en nombre

égal à i, on pourra toujours former un système de substitutions régu-

lières conjuguées, dont chacune sera de l'ordre p, l'ordre du système

étant j/.

§ IV. — Sur diverses propriétés remarquables des systèmes de substitutions

conjuguées.

Soient

A, B, C, ...

les divers arrangements qui peuvent être formés avec n variables

X, y, Zy • •
•

,

et qui sont en nombre égal à N, la valeur de N étant

7Vr=l.2.3...«.

Les substitutions

(a> il)' (a)-
••••

dont le nombre est encore A^, et dont la première se réduit à l'unité,

formeront toujours un système de substitutions conjuguées, l'ordre de

ce système étant précisément le nombre N.

Soit maintenant

(2) I, P, 0, ...

un système de substitutions conjuguées qui, étant d'un ordre Mmîé-
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rieur à N, renferme seulement quelques-uns des termes compris dans

la suite (i), et désignons par U, V, W, ... des substitutions qui fassent

partie de la suite (i), sans être comprises dans la suite (2). Si Ton

désigne par m le nombre des termes de la suite

(3) I, U, V, VV, ...,

le Tableau

/ ', P, Q, R,

l U, UP, UQ, UR,

(4) < V, VP, VQ, VR,

W, WP, WQ, WR,

offrira m suites diverses composées chacune de M termes, et tous les

termes de chaque suite seront distincts les uns des autres. Si d'ailleurs

deux suites différentes, par exemple la seconde et la troisième, offraient

des termes égaux, en sorte qu'on eût

VQ = UP,

on en conclurait

V=:UPQ-»

ou simplement
V = US,

s = PQ-' étant un terme de la suite (2). Donc alors, dans le Tableau (4),
le premier terme V de la troisième suite serait déjà un des termes de la

seconde. Donc tous les termes du Tableau (4) seront distincts les uns
des autres, si le premier terme de chaque suite est pris en dehors des

suites précédentes. Or, concevons que, en remplissant toujours cette

condition, l'on ajoute sans cesse au Tableau (4) de nouvelles suites,

en faisant croître ainsi le nombre m. On ne pourra être arrêté dans
cette opération qu'à l'instant où le Tableau (4) renfermera les Affermes

compris dans la suite (i). Mais alors on aura évidemment

("*) /V=mM.
OEuvres de C. — S. I, t. IX. /p
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Donc M sera un diviseur de N, et l'on peut énoncer la proposition sui-

vante :

Théorème I. — L'ordre d'un système de substitutions conjuguées, rela-

tives à n variables, est toujours un diviseur du nombre N des arrange-

ments que l'on peutformer avec ces mêmes variables.

Corollaire. — Il est bon d'observer qu'au Tableau (4) on pourrait

substituer un autre Tableau de la forme

/ I, P, Q, R,

i U, PU, QU, RU,

(6) V, PV, QV, RV,

1 W, PW, QW, RW,

Soit maintenant

(7) I, ($, ^, c'R, ...

un nouveau système de substitutions conjuguées, et nommons OlL

l'ordre de ce système. Soient, de plus.

(8) I, t), 1?, <^,

quelques-unes des substitutions situées en dehors de la suite (7), et

formons le Tableau

I, ^, % <^,

t), ^tD, ^t), at),

(9) {'Q, ^^-^, ^'^, <^'^'^,

#, ^^, ^^, sv^,

.
. , • • • , • • • ) • • • >

Chacune des substitutions comprises dans ce Tableau, étant l'une de

celles que l'on peut former avec les n variables x, y, z, . .
. , se con-

fondra nécessairement avec l'un des termes du Tableau (4)- De plus,

si deux termes compris dans une même ligne horizontale du Tableau (9),

par exemple ^o et ^o, se retrouvent dans une même ligne horizontale.



EXTRAIT N<> 304. 355

par exemple dans la troisième du Tableau (4)» en sorte qu'on ait

(10) ^t) = VR, ^X9~VS,

R, S étant doux termes quelconques de la suite (2), on tirera des

équations (10), non seulement

t)-»^-'=rR-iV-',

mais encore

(11) t)-'^-'^XD — R-»S,

et par suite la substitution $-*^, que représente un terme de la

suite (7), sera semblable à la substitution R-* S, qui représente un

terme de la suite (2). Enfin, si deux termes compris dans deux lignes

horizontales du Tableau (9), par exemple

^•Ç et ^t),

se retrouvent dans une même ligne horizontale du Tableau (4), en

sorte qu'on ait, par exemple,

ÇPt? = VR, ^XD = VS,

on en conclura, non seulement

mais encore

et

(12) . ^^R-'S^z^f-'^x?.

Donc alors la suite horizontale qui renfermerait le facteur x^ dans le

Tableau (4) renfermerait aussi un terme (f'^o évidemment compris

dans la troisième suite horizontale du Tableau (9). Cela posé, pour
que les divers termes du Tableau (9) soient distincts les uns des

autres, et appartiennent tous à des suites horizontales distinctes du
Tableau (4), il suffira évidemment : 1° qu'aucune des substitutions

<S, % Si, ...
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ne soit semblable à l'une des substitutions

P, Q, R, ••,

2^ que, après avoir formé une ou plusieurs lignes horizontales dii

Tableau (9), on prenne toujours pour premier terme de la ligne sui-

vante une substitution située, non seulement en dehors des lignes pré-

cédentes, mais encore en dehors des lignes horizontales du Tableau (4)

qui renferment les divers termes appartenant aux lignes déjà écrites

du Tableau (9). Or, en supposant ces deux conditions remplies, con-

cevons que l'on allonge de plus en plus le Tableau (9), en ajoutant

sans cesse à ce Tableau de nouvelles suites horizontales. On ne pourra

être arrêté dans cette opération qu'à l'instant où le Tableau (9) ren-

fermera un terme pris dans chacune des lignes horizontales du Ta-

bleau (4); et comme d'ailleurs, à cet instant, deux termes distincts du

Tableau (9) seront encore deux termes qui appartiendront à deux

lignes horizontales distinctes du Tableau (4)» il est clair que le

nombre m de ces lignes horizontales sera égal au nombre des termes

du Tableau (9), par conséquent à un multiple du nombre OlL des

termes
I, <$, % Si, ...,

renfermés dans la première ligne horizontale du Tableau (9). On peut

donc énoncer la proposition suivante :

Théorème II. — Soient

I, P, Q, R, ..,

I, a\ % Si, ...

deux systèmes de substitutions conjuguées, et relatives à n variables

diverses. Désignons par M et par D1L les ordres de ces deux systèmes, et

posons, non seulement
7V=: I .2.3. . .«,

mais encore
N N
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Si aucune des substitutions

P, Q, R, ...

n'est semblable à l'une des substitutions

^, t, ^H, ...,

alors OÏL sera un diviseur de m, et M un diviseur de m, en sorte que cha-

cun des rapports égaux

m m N mm

sera un nombre entier.

Le théorème II entraîne évidemment la proposition suivante :

Théorème III. — Soient

I, P, Q, R, ••.,

I, (S, % Si, ...

deux systèmes de substitutions conjuguées, et relatives a n variables

diverses. Soient d'ailleurs M, OÏL les ordres de ces deux systèmes. Si le

produit MdW' n'est pas un diviseur du produit

7Vr= I .2.3. . .«,

alors l'une au moins des substitutions

P, Q, R, ...

sera semblable à l'une des substitutions

(S, % .% ....

Soient maintenant/? un nombre premier égal ou inférieur à n, et//

la plus haute puissance de/? qui divise le produit

7V~i.2.3. ..n.

On pourra, d'après ce qui a été dit dans le § III, supposer que la suite

I, <f, ^, ^, ...
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représente un système de substitutions régulières conjuguées dont

chacune soit de l'ordre/?, l'ordre an- du système étant égal kp^. D'autre

part, si le nombre m n'est pas un multiple de/?^, le rapport

m

dont le numérateur N est un multiple de p^, sera certainement un

nombre divisible par/?. Donc le théorème III entraînera la proposition

suivante :

Théorème IV. — Soit M Vordre d'un certain système

i, P, Q, R, ...

de substitutions conjuguées. Si p est un facteur premier de M, le système

dont il s'agit renfermera au moins une substitution régulière de l'ordre p.

Corollaire 1. — Il suit, par exemple, du théorème précédent que,

si l'ordre du système de substitutions conjuguées est un nombre pair,

ce système renfermera au moins une substitution régulière du second

ordre.

Corollaire IL — Lorsque le nombre/? est supérieur à -> la substitu-

tion régulière de l'ordre p, comprise dans le système donné, ne peut

être évidemment qu'une substitution circulaire.

§ V. — Conséquences remarquables des principes établis

dans les paragraphes précédents.

Les principes établis dans les précédents paragraphes entraînent

avec eux plusieurs conséquences, qu'il importe de signaler, relative-

ment au nombre des valeurs égales ou distinctes que peut acquérir

une fonction de n variables indépendantes, lorsqu'on permute ces

variables entre elles de toutes les manières possibles. Ainsi, en parti-

culier, les théorèmes II, III et IV du § IV entraînent immédiatement

les propositions suivantes :
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Théorème I. — Soient ù unefonction de n variables

œ, y, z, ...,

et m le nombre des valeurs distinctes de cette fonction. Soit encore Dïl

l'ordre d'un certain système de substitutions conjuguées,

X, ^, % M, ....

Si aucune des substitutions

% % ^, ...

n'est semblable à l'une des substitutions

P, Q, R, ...,

guipossèdent la propriété de nepas altérer la valeur de (2, m sera divisible

parDJl.

Nota. — On pourrait établir directement ce dernier théorème, en

observant que, si

Î2, 9J, .Q", ...

représentent lés valeurs distinctes de la fonction donnée, toute substi-

tution semblable à l'une de celles qui n'altéreront pas Çl aura certai-

nement la propriété de ne pas altérer une des fonctions ii', il",

Théorème II. — Soient ù unefonction de n variables

^j ff ^> • •
•

>

et m le nombre des valeurs distinctes de cette fonction. Soit, de plus. DK,

l'ordre d'un certain système de substitutions conjuguées

i, % % Si, ....

Si OIL n'estpas un diviseur de m, l'une au moins des substitutions

P, Q, R, ...,

qui possèdent la propriété de ne pas altérer la valeur de la fonction £2,

sera semblable à l'une des substitutions

*, % A, ....
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Corollaire L — Rien n'empêche de supposer que les substitutions Ç,

^, .a, ... se réduisent à une seule substitution circulaire dont l'ordre

soit un nombre premier quelconque/?. Alors, à la place du théorème II,

on obtient la proposition suivante :

Théorème III. — Soient £1 une fonction de n variables, m le nombre

des valeurs distinctes de cette fonction, et p un nombre premier quel-

conque inférieur à n. Si p n'est pas un diviseur de m, alors, parmi les

substitutions circulaires de l'ordre p, on pourra en trouver une ou plu-

sieurs qui auront la propriété de ne pas altérer la valeur de Çl.

Corollaire L — Il suit, en particulier, du théorème précédent que,

si le nombre m des valeurs distinctes de O est un nombre impair, on

pourra, sans altérer cette fonction, opérer au moins une substitution

circulaire du second ordre. Donc alors cette fonction sera symétrique

au moins par rapport au système des deux variables. Telle est, par

exemple, quand on pose n — 4. la fonction

qui offre trois valeurs distinctes.

Corollaire IL — Il suit encore du théorème précédent que, si une

fonction (2 de n variables indépendantes admet, sans être symétrique,

un nombre impair de valeurs distinctes, elle sera toujours intransitive

par rapport à /z ou à /z — i variables.

Théorème IY. — Soient £l une fonction de n variables x, y, z, ... et

M le nombre des valeurs égales de cette fonction. Si M est divisiblepar un

certain nombre premier p, on pourra trouver une ou plusieurs substitu-

tions régulières de l'ordre p qui posséderont la propriété de ne pas altérer

la valeur de Çl. Dans d'autres articles, findiquerai encore d'autres con-

séquences importantes des principes ci-dessus établis.
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305.

Analyse mathématique. — Mémoire sur diverses propriétés remarquables

des substitutions régulières ou irrégulières , et des systèmes de substi-

tutions conjuguées (suite).

C. R., T. XXI, p. 895 (20 octobre i845).

§ I. — Sur les systèmes de substitutions permutables entre eux.

Considérons n variables

et formons avec ces variables deux systèmes de substitutions conju-

guées, l'un de l'ordre a, l'autre de l'ordre b. Représentons d'ailleurs

par

(0 I, Pi, P2, ..., P«-,

les substitutions dont se compose le premier système, et par

(2) I, Q„ Q2, ..., Qô-,

celles dont se compose le second système. Nous dirons que les deux
systèmes sont permutables entre eux, si tout produit de la forme

P/.Q.

est en même temps de la forme

Il pourra d'ailleurs arriver, ou que les indices A et >^ restent inva-

riables dans le passage de la première forme à la seconde, en sorte

qu'on ait

PaQa^q.P/o

ou que les indices heik varient dans ce passage, en sorte qu'on ait

P/,Q>i=Q*P/,,
OEuvrcs de C. — S. I, t. IX. ^g
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h, k' étant de nouveaux indices, liés d'une certaine manière aux

nombres h et k. Dans le premier cas, l'une quelconque des substitu-

tions (i) sera permutable avec l'une quelconque des substitutions (2).

Dans le second cas, au contraire, deux substitutions de la forme P^,

Qa cesseront d'être généralement permutables entre elles, quoique le

système des substitutions de la forme P^ soit permutable avec le sys-

tème des substitutions de la forme Q^.

Supposons maintenant que, les systèmes (1) et (2) étant permu-

tables entre eux, on nomme S une dérivée quelconque des substitu-

tions comprises dans les deux systèmes. Cette dérivée S sera le produit

de facteurs dont chacun sera de la forme P^ ou Qa, et l'on pourra, sans

altérer ce produit : i** échanger entre eux deux facteurs dont l'un

serait de la forme P^, l'autre de la forme Qa, pourvu que l'on modifie

convenablement les valeurs des indices ^ et ^; 2*^ réduire deux fac-

teurs consécutifs de la forme P^ à un seul facteur de cette forme;

3° réduire deux facteurs consécutifs de la forme Qa à un seul facteur

de cette forme. Or il est clair que, à l'aide de tels échanges et de telles

réductions, on pourra toujours réduire définitivement la substitution S

à l'une quelconque des deux formes

P^Q^t, Q>fcP/..

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Théorème I. — Soient

(t) I, Pi, P2, ••., Pa-J

et

(2) I, Qi, Qi, ••, Qi-i

deux systèmes de substitutions conjuguées, permutables entre eux, lepre-

mier de l'ordre a, le second de l'ordre b. Toute substitution S, dérivée des

substitutions {i) et {2), pourra être réduite à chacune des formes

PaQa, Q^P/m



Corollaire.

Tableaux

(3)

et

(4)
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Concevons maintenant que l'on construise les deux

I, Pi, P2,

Q„ Q, Pi, Qi P2,

Q2, U2 Pi, V2 "ly

Qb-i> Qô—iPi, Qô-i P2,

I,
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Tableau. Donc le système de substitutions conjuguées, formé par ces

dérivées, sera d'un ordre représenté par le nombre des termes du

Tableau (3), c'est-à-dire par le produit ab. On pourra d'ailleurs évi-

demment remplacer le Tableau (3) par le Tableau (4), et, par consé-

quent, on peut énoncer la proposition suivante :

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I,

les dérivées des substitutions (i) et (i) formeront un nouveau système de

substitutions qui seront toutes comprises dans le Tableau (3), ainsi que

dans le Tableau (4); ^^ l'ordre de ce système sera le produit ab des

ordres a, b des systèmes (i) et (2).

On peut encore démontrer facilement la proposition suivante qui

peut être considérée comme réciproque du second théorème :

Théorème III. — Soient

(2) I, Q„ Q,, ..., Qô-i

deux systèmes de substitutions conjuguées, le premier de l'ordre a, le

second de l'ordre b, qui n'offrent pas de termes communs autres que

l'unité. Si les dérivées de ces deux systèmes forment un nouveau système

de substitutions conjuguées, dont l'ordre se réduise au produit ab, toutes

ces dérivées seront comprises dans chacun des Tableaux (3) et (4), et

par conséquent les systèmes (i) et (2) seront permutables entre eux.

Démonstration. — En effet, dans l'hypothèse admise, chacun des

Tableaux (3), (4) se composera de termes qui seront tous distincts

les uns des autres, et qui seront en nombre égal à celui des substitu-

tions dérivées des substitutions (i) et (2). Donc il renfermera toutes

ces substitutions, dont chacune sera tout à la fois de la forme Qy^P^

et de la forme P^Q*.

Corollaire. — Les conditions énoncées dans le théorème III seront

certainement remplies si aucune des substitutions comprises dans les

systèmes (i) et (2) n'altère la valeur d'une certaine fonction ù des
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variables x, y, z, ..., et si d'ailleurs le nombre des valeurs égales de

cette fonction est précisément le produit ab. On peut donc énoncer

encore la proposition suivante :

Théorème IV. — Soient

(2) I, Qi, Q,, ..., Q,_,

deiùx systèmes de substitutions conjuguées, le premier de l'ordre a, le

second de l'ordre b, qui n'ocrent pas de termes communs autres que

l'unité. Soit d'ailleurs ù une fonction dont la valeur ne soit altérée par

aucune des substitutions (i) ou (2). Si le nombre des valeurs égales de

la/onction ù est précisément le produit ab, les systèmes (i) et (2) seront

permutables entre eux, et par conséquent l'une quelconque des dérivées

des substitutions comprises dans ces deux systèmes sera tout à la fois de

la forme P^Q^ et de laforme P^Qa-

Exemple, — Posons /^ = 4; la fonction

^z:z{x - y) {œ - z) {y - z) {y - u) {z - u)

offrira deux valeurs distinctes seulement, par conséquent 12 valeurs

égales; et, parmi les substitutions qui n'altéreront pas la valeur de

cette fonction, se trouveront, d'une part, les substitutions du second

ordre

Pi= (-^,7) (-,«), V^={x,z){y,u), V,^{x,u){y,z),

qui forment avec l'unité un système de substitutions régulières con-

juguées du quatrième ordre; d'autre part, les substitutions du troi-

sième ordre

Q = (/,-,"), Q»=:(y,M,5),

qui forment, avec l'unité, un système de substitutions conjuguées du
troisième ordre. Cela posé, le produit 3 x 4 des ordres des deux sys-

tèmes étant précisément le nombre 12 des valeurs égales de la fonc-
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tion lî, on conclura du théorème IV que les deux systèmes de substi-

tutions
I> Pl> P2> Ps»

I, Q, Q^

sont permutables entre eux, et que les dérivées de ces substitutions,

c'est-à-dire les diverses substitutions en vertu desquelles Q, ne chan-

gera pas de valeur, sont toutes comprises dans chacun des Tableaux

(6)

(7)

I» Pl> PîJ "s>

Q, Q Pi, Q P2, Q P3,

QS Q^Pi, Q^P^, Q^Ps;

i> Pi, P2, P3,

Q, P.Q, P2Q, P3Q,

QS PlQ^ P^QS PaO^

D'ailleurs les termes équivalents du premier et du second Tableau

seront ce qu'indique la formule

(8) Q^P/.= P/.-^>i-Q'S

pourvu que l'on considère les deux notations

P/., P/.

comme exprimant une seule et même substitution, dans le cas où la

différence des indices A, h' est divisible par 3.

§ II. — Sur le partage des variables que renferme une fonction donnée

en plusieurs groupes arbitrairement choisis.

Soit ù une fonction de n variables indépendantes x, y, z, ..., et

supposons ces variables partagées en plusieurs groupes arbitrairement

choisis, dont chacun, après une substitution quelconque, soit censé

comprendre toujours les seules variables qui, dans la fonction, occu-

pent certaines places. Parmi les substitutions qui n'altéreront pas la

valeur de (2, deux quelconques produiront des valeurs égales de 12 qui
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offriront, ou les mêmes groupes tous composés de la même manière,

ou deux modes distincts de composition des divers groupes. Cela posé,

soient

(0 I, P, Q, R, ...

les substitutions qui n'altèrent, ni la valeur de ù, ni le mode de com-

position des divers groupes. Ces substitutions formeront évidemment

un système de substitutions conjuguées, et l'ordre / de ce système

représentera le nombre des valeurs égales de ù qui correspondront à

un mode quelconque de composition des divers groupes. Cela posé, si

l'on nomme OlL le nombre des divers modes de composition que les

divers groupes peuvent offrir, DXiI sera évidemment le nombre total M
des valeurs égales de la fonction ù. On peut donc énoncer la proposi-

tion suivante :

Théorème. — Soit Q, une fonction de n variables indépendantes

^f y y ^> • • • >

et partageons ces variables en groupes arbitrairement choisis, dont cha-

cun, après une substitution quelconque, soit censé comprendre les seules

variables qui, dans la fonction (2, occupent certaines places. Soit d'ail-

leurs I l'ordre du système des substitutions conjuguées

I, P, Q, R, ...,

qui, sans altérer ù, se borneront à déplacer des variables dans les divers

groupes ; et nommons OîL le nombre des divers modes de composition que

les divers groupes pourront offrir, sans que la valeur de O soit altérée.

Le nombre total DTL des valeurs égales de ù sera déterminé par l'équa-

tion

(2) M=DyiI.

Corollaire. — Supposons que les divers groupes soient respective-

ment formés, le premier, de a variables; le deuxième, de b variables;

le troisième, de c variables; etc. Supposons encore que, pour un cer-
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tain mode de composition des divers groupes, le premier groupe se

compose des variables

a, ê, y, ...,

le deuxième des variables

le troisième des variables

>., f/,
V,

9» Z' ^»

Enfin, supposons que, dans ce cas, la fonction ù puisse acquérir :

1° A valeurs égales en vertu de substitutions correspondantes à des

permutations diverses des variables ce, S, y, . ..; 2^ B valeurs égales en

vertu de substitutions qui, sans déplacer a, ê, y, . .
. , correspondent à

des permutations diverses de X, [x, v, ... ; S*' C valeurs égales en vertu

de substitutions qui, sans déplacer ni a, ê, y, . . ., ni X, pi, v, ... , cor-

respondent à des permutations diverses de ç, y^, 'j», . . . , les permuta-

tions diverses des variables comprises dans un groupe pouvant d'ail-

leurs entraîner des permutations correspondantes des variables com-

prises dans les groupes suivants. Alors on aura évidemment

(3) I=ABC...,

et par suite la formule (3) donnera

(4) M=DJIABC....

306.

Analyse mathématique. — Mémoire sur diverses propriétés remarquables

des substitutions régulières ou irrégulières, et des systèmes de substitu-

tions conjuguées (suite).

C. R., T. XXI, p. 931 (27 octobre 1845).

Soit Çl une fonction de n variables indépendantes
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Nommons

(I) Cl, Q', fl^ ...

les valeurs distinctes de cette fonction qui résultent de permutations

opérées entre les variables, et soit m le nombre de ces valeurs dis-

tinctes. Soient encore

P une substitution de l'ordre i, prise parmi celles qui n'altèrent pas la

valeur de 12;

P, P', P", ... les diverses substitutions semblables à P;

CT le nombre des substitutions P, P', P", ... ;

h le nombre de celles des substitutions P, P', P", . . . qui n'altèrent pas

la valeur de ù;

k le nombre de celles des fonctions 12, 01 , (2", ... qui ne sont pas alté-

rées par la substitution P.

Si l'on applique successivement à chacune des fonctions

^, 12', 01' , ...

chacune des substitutions

P, P', P", ...,

le nombre total des opérations effectuées sera

et, parmi ces opérations, celles qui s'effectueront sans altérer les va-

leurs des fonctions auxquelles on les applique seront évidemment en

nombre égal à chacun des deux produits

hm, krs.

On aura donc nécessairement

(^) hmzrzkrs.

Soient maintenant

(^) «^, X, w, ...

OEuvres de C. - S>.\.\.A\. f^-j
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ceux des termes de la suite (i) qui sont altérés par la substitution P.

Le nombre de ces termes sera évidemment représenté par m — k.

Si l'ordre «de la substitution P se réduit à un nombre premier/?, la

suite (3) se décomposera en plusieurs suites nouvelles, composées

chacune de/? termes que l'on déduira l'un de l'autre, en appliquant à

l'un d'eux les substitutions représentées par les diverses puissances

de P. Donc alors m — k sera un multiple de/?, et l'on aura

(4) m — it = o (mod./?).

En vertu de la formule (4), m ne pourra s'abaisser au-dessous du

nombre premier p que dans le cas où l'on aura

m zzz ky

et, par suite, en vertu de la formule (2), A = ci, c'est-à-dire dans le

cas où la fonction £2 ne serait altérée par aucune substitution sem-

blable à P. Dans ce même cas, si P est une substitution circulaire, la

fonction (i sera symétrique ou offrira deux valeurs, en sorte qu'on

aura
/n = A: := I ou 2,

à moins toutefois que l'on n'ait

/nrr:4 et mrrrS.

Ajoutons que le nombre/?, étant l'ordre d'une substitution P qui n'al-

tère pas ù, pourra représenter, dans la formule (4), l'un quelconque

des diviseurs premiers du produit

I .2.3. . .«,

par conséquent, l'un quelconque des nombres premiers inférieurs

à n.

Si de l'hypothèse admise on voulait passer au cas où la substitu-

tion P n'altérerait aucune des fonctions

£2, 9J, il", ...,
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il suffirait de poser dans la formule (4)

k =1 o;

mais alors cette formule donnerait simplement

m = o (mod.p);

en sorte que p serait un diviseur de m. On se trouverait ainsi ramené à

une proposition évidemment comprise dans le théorème I de la page 359.

Si ù était une fonction transitive, alors de la formule (2), jointe à

l'équation (5) de la page 289, on pourrait déduire des conséquences

remarquables que nous exposerons dans un prochain article.

307.

Analyse" mathématique. — Mémoire sur diverses propriétés remarquables

des substitutions régulières ou irrégulières, et des systèmes de substitu-

tions conjuguées (suite).

C. R., T. XXI, p. 972 (3 novembre i845).

§ I. — Théorèmes relatifs à un système quelconque de substitutions conju-
guées, que Von suppose appliquées à une fonction de plusieurs variables

indépendantes.

Soient

Q une fonction de n variables indépendantes x, y, z, . . .;

Af le nombre des valeurs égales de la fonction 12;

m le nombre de ses valeurs distinctes.

Alors, en posant, pour abréger,

TV = 1.2. 3... n,

on aura

(0 mM — N',
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ot, par conséquent, chacun des nombres entiers m, ^sera un diviseur

de N. Soient d'ailleurs

(2) I, P, Q, R, ...

les diverses substitutions qui n'altèrent pas la valeur de H. Ces substi-

tutions, dont le nombre sera précisément M, composeront, comme l'on

sait, un système de substitutions conjuguées.

Soit maintenant

(3) I, ^, % 9., ...

un autre système de substitutions conjuguées, et nommons oro l'ordre

de ce dernier système.

Soient encore

(4) ^, ^', ^", •••

les valeurs distinctes de la fonction £2, et

(5) O, X, W, ...

celles de ces valeurs qui sont altérées par chacune des substitutions

^i», ^, <R, ....

Chacun des termes qui, étant compris dans la série (4), se trouve

exclus de la série (5), représentera une fonction qui ne sera point

altérée quand on effectuera les substitutions

^, % s^, ...,

ou du moins quelques-unes d'entre elles; et, si l'on nomme &C le

nombre de ces mêmes termes, /?2 — ac sera le nombre des termes de la

série (5).

Concevons à présent que l'on applique à l'un des termes de la

série (5), par exemple à la fonction $, les substitutions

I, 'j?, ^, s^, ...,

et soient

(6) a>, <!)', $", <i>\ ...
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les diverses valeurs de Q ainsi obtenues. Chacune d'elles ne pourra

être qu'un terme de la série (5), c'est-à-dire une des fonctions qui sont

altérées par l'application de l'une quelconque des substitutions

(S, ^, A, ....

En effet, supposons un instant, s'il est possible, qu'on n'altérât pas la

fonction $' en lui appliquant la substitution ^. Alors on pourrait

passer de $ à $', en appliquant à <& l'une quelconque des deux sub-

stitutions

et, réciproquement, on pourrait passer de $' à $, en appliquant à $'

l'une des substitutions inverses

Donc alors O ne serait point altéré par l'application de la substitution

^-»^$ ou <S-'^'%

qui serait semblable à ^, ou à ^~', et se confondrait avec une dérivée

des substitutions
(S, % Si, ...,

par conséquent avec l'une de ces mêmes substitutions. Or cette con-

clusion ne saurait être admise, puisque O, étant un terme de la

suite (5), devra être altéré par chacune des substitutions

^, t, SI, ....

11 est même facile de voir que deux termes quelconques de la suite (6)

devront être distincts l'un de l'autre. Car, supposons un instant que

l'on pût avoir

alors on pourrait passer de $ à $', en appliquant à $ l'une quel-

conque des substitutions
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et revenir de $' à $, en appliquant à 0' l'une quelconque des substi-

tutions inverses

Donc alors $ ne serait point altéré quand on lui appliquerait l'une

quelconque des substitutions

(P-'^ ou ^-'$,

dont chacune représente encore un terme de la suite

te, ^, cfl, ....

Cette conséquence étant inadmissible, nous devons conclure que les

3\l termes de la série (6) seront des termes distincts, dont chacun fai-

sait déjà partie de la série (5).

Soient maintenant
o, '^, ^, ...

quelques-unes des substitutions qui, étant appliquées à la fonction 12,

produisent les termes de la série (5), et formons le Tableau

(7)

X), (£X!), ^O, SiXD,

'Ç, (S\^, ^t?, S{.V,

#, ^;g), ^lîJ), axg),

Si l'on applique à la fonction Ù chacune des substitutions comprises

dans ce Tableau, chacune des diverses fonctions que l'on obtiendra

sera, d'après ce qu'on vient de dire, un terme de la série (5), et même
les 3TL fonctions, produites parles substitutions que renferme une ligne

horizontale du Tableau (7), seront distinctes les unes des autres. De

plus, si deux substitutions comprises dans deux lignes horizontales

distinctes, par exemple
($V et ^t?,

produisent la même fonction X, on pourra revenir de X à (2 en appli-

quant àX l'une quelconque des substitutions inverses
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et par suite on n'altérera pas la fonction (2 en lui appliquant la sub-

stitution

ou, ce qui revient au même, en lui appliquant d'abord la substitution

déjà comprise dans la première ligne horizontale du Tableau (7), puis

la substitution \')-*. Donc, si l'on nomme W la fonction que l'on obtient

quand on applique à D la substitution ^-'^^o, la substitution -c?-'

transformera IF en ù, et la substitution inverse t? transformera O en W.
Donc

^XD et ^x?,

c'est-à-dire deux substitutions, comprises dans la deuxième et la troi-

sième ligne horizontale du Tableau (7), ne pourront produire la même
fonction X que dans le cas où la substitution représentée par le premier

terme 'Ç de la troisième ligne horizontale reproduirait l'une des fonc-

tions déjà produites par un terme de la deuxième suite horizontale.

Donc, pour que les diverses fonctions produites par les substitutions (7)
soient toutes distinctes les unes des autres, il suffît que, après avoir

formé une ou plusieurs lignes horizontales du Tableau (7), on prenne

toujours pour premier terme de la ligne suivante une substitution qui,

appliquée à ù, reproduise un terme de la série (5), sans jamais repro-

duire un des termes fournis par les substitutions que renferment les

lignes déjà écrites. Or, ces conditions étant supposées remplies, conce-

vons que l'on allonge de plus en plus le Tableau (7), en ajoutant sans

cesse à ce Tableau de nouvelles suites horizontales. On ne pourra être

arrêté dans cette opération qu'à l'instant où l'on aura épuisé tous les

termes de la série (5). Alors les substitutions (7), appliquées à û,

reproduiront tous les termes de la suite (5). Donc les termes qui com-
posent cette suite, et qui sont en nombre égal h /n — m:, pourront être

répartis entre diverses suites correspondantes aux lignes horizontales

du Tableau (7) et composées chacune de 3ïi termes. Donc la différence
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M — !K sera un multiple de 0lt, et l'on peut énoncer la proposition sui-

vante :

Théorème T. — Soit ù une fonction de plusieurs variables indépen-

dantes X, y, z, Soient encore

£2, a', a", ...

les valeurs distinctes de ù, et m le nombre de ces valeurs distinctes. Soit

enfin
I, ^, ^, .R, ...

un système quelconque de substitutions conjuguées et relatives aux va-

riables x, y, z-, Nommons DTl l'ordre de ce système et ûi le nombre

de celles d'entre lesfonctions 12, Q,\ ù", . . . qui ne sont pas altérées quand

on effectue les substitutions

<$, ^, c'a, ...,

ou du moins quelques-unes d'entre elles. La différence m — TK. sera un mul-

tiple de 311/, en sorte qu'on aura

<8) 771 — ^ = (mod. 011).

Corollaire. — Soit U l'une des substitutions qui servent à déduire de

la fonction Çl l'un des termes de la suite (5), par exemple le terme $.

Soit encore
I, P', Q', R', ...

le système des substitutions, conjuguées qui possèdent la propriété de

ne pas altérer la fonction O. Les substitutions

P', Q', R', ...

seront respectivement semblables à

P, Q, R, ..,

de sorte qu'on aura, par exemple,

P'=UPU-S P'U = UP;
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et, par suite, les substitutions diverses qui transformeront ù en $,

savoir
U, PU, Q'U, RU, ...,

se confondront avec celles que présente la série

U, UP, UQ, UR, ....

Cela posé, les substitutions à l'aide desquelles on passera de la fonc-

tion ù aux divers termes de la série

a, X, w, ...

seront évidemment comprises dans un Tableau de la forme

U, UP, UQ, UR, ...,

,
V, VP, VQ, VR, ...,

^
W, WP, WQ, WR, ...,

.., ...., ...., ...., ...,

et toutes distinctes les unes des autres. D'ailleurs, chacun des termes

de la série (5) devant être altéré quand on lui applique l'une des sub-

stitutions

% % Si, ...,

deux termes pris au hasard dans une même ligne horizontale du Ta-

bleau (9), par exemple
UP, UQ,

ne pourront satisfaire à une équation de la forme

(lo) <îaUP = UQ;

et réciproquement, si une équation de cette forme ne peut jamais avoir

lieu, un terme quelconque de la série (5) sera toujours altéré quand

on lui appliquera l'une des substitutions

^, % A, ....

Enfin, l'équation (10), de laquelle on tirera

aUirrUQP-',

OF.m-res de C. — S. I, t. IX. /,8
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se présentera sous la forme

(II) aU=:US,

si, pour abréger, l'on désigne par S la substitution

QP-^

qui sera toujours un des termes de la série

P, Q, • ;

et dire que l'équation (ii) ne peut subsister, c'est dire qu'aucune

substitution de la forme $U n'est en même temps de la forme UP,

f
lorsque Ç^ et P ne se réduisent pas l'un et l'autre à l'unité. Donc le

théorème 1 entraîne immédiatement la proposition suivante :

Théorème II. — Formons avec n variables x, y, z, ... deux systèmes

de substitutions conjuguées, savoir

I, P, Q, R, ...

et

I, ($, ^, ^, ....

Soient M l'ordre du premier système, dXl l'ordre du second système. Enfin

nommons

(12) U, V, w, ...

des substitutions tellement choisies, que le produit

UP

de l'une des substitutions

P, Q, R, ...

par un terme U de la série (12) ne puissejamais être équivalent, ni à un

autre produit
VQ

de la même forme, dans lequel y serait différent de U, ni auproduit

c^U
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du terme \] par l'une des substitutions

^, ^, ^, ....

Si l'on pose, pour abréger,

. „, TV I.2.3...W
^ ' MM
et si l'on représente par m ~ ^le nombre total des substitutions que l'on

pourrafaire entrer dans la série (12), la différence

m — tK.

sera divisiblepar DXi.

Nota. — On pourrait démontrer directement le théorème II en fai-

sant voir que, dans l'hypothèse admise, toute substitution U, pour

laquelle ne se vérifiera jamais une équation de la forme (u), sera

nécessairement comprise dans le Tableau (9), et que l'on pourra

extraire des diverses colonnes horizontales de ce Tableau, qui seront

en nombre égal à m — ?>c, un pareil nombre de substitutions nouvelles

t), 'Q, tg), ...

tellement choisies, que le Tableau (7) sera uniquement composé de

termes pris dans le Tableau (9), un seul terme étant pris dans chaque

ligne horizontale du même Tableau.

Corollaire. — Il importe d'observer que

M{m — K) = N—MÙ{.

sera le nombre total des substitutions comprises dans le Tableau (9),

c'est-à-dire des substitutions U pour lesquelles ne se vérifie jamais la

formule (11). Donc Moi représentera le nombre des substitutions U

pour lesquelles se vérifie la même formule, et le théorème II peut être

remplacé par la proposition suivante :

Théorème Ilï. — Formons avec n variables x, y, s, ... deux systèmes
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de substitutions conjuguées, savoir

i, P, Q, R, ...

I, "-S, % Si, ...;

et

soient d'ailleurs M, Oli les ordres de ces deux systèmes, et MtK le nombre

des substitutions U qui vérifient une ou plusieurs équations de laforme

(l4) $U=:UP.

Si l'on pose, pour abréger,

la différence

sera divisible par on.

et

m — fK

Les théorèmes I, II et III entraînent avec eux un grand nombre de

conséquences qui sont encore dignes de remarque. Nous allons en indi-

quer quelques-unes.

La formule (i4)» tle laquelle on tire

(.5) (e=zupu-'.

exprime que la substitution $ est semblable à la substitution P. Si cette

condition ne peutjamais être remplie, c'est-à-dire si aucune des substi-

tutions
/i», % Si, ...

n'est semblable à l'une des substitutions

P, Q, R, ...,

îh: = o,

on aura

et l'on conclura du théorème III que m est divisible par D\l. On se trou-

vera donc ainsi ramené au théorème II de la page 356.

Supposons maintenant que la condition (i5) puisse être remplie,

mais que l'on ait OîL >> ttî ; alors, pour que la différence m ~x soit divi-
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sible par 3ïi, il faudra que l'on ait précisément

On peut donc déduire du théorème I la proposition suivante :

Théorème IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I,

si l'on a

(i6) /«OR,

chacune des fonctions 12, ù\ Q," , ... jouira de cette propriété, qu'elle ne

sera point altérée quand on effectuera les substitutions

^, % Si, ...,

ou du moins quelques-unes d'entre elles.

Il importe d'observer que, si l'on pose, pour abréger,

TV

la condition (i6) donnera

(17) mm < TV.

Rien n'empêche de faire coïncider les substitutions conjuguées

I, ^r, % iK, ...

avec les substitutions conjuguées

I, P, Q, R, ..,

qui possèdent seules la propriété de ne point altérer ù. Alors on aura

OlL =r M;

et, en nommant K ce que deviendra le nombre 3<:, on tirera de la for-

mule (8)
m — K^so {mod. M).
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On peut donc énoncer encore la proposition suivante :

Théorème V. — Soient

Ci unefonction de n variables x, y, z, ... ;

M le nombre de ses valeurs égales;

m le nombre de ses valeurs distinctes (2, Q! , Q,", ... ;

I, P, Q, R, .. . les substitutions conjuguées qui n altèrent pas la valeur

de a-,

Kle nombre de celles d'entre les fonctions ÇL, £}', £2", . . . qui ne sont pas

altérées quand on leur applique une ou plusieurs des substitutions

P,Q,R,....

La différence m — K sera divisible par M, en sorte qu'on aura

(i8) m — K = o (mod. ^/).

Corollaire. — Si le nombre m des valeurs distinctes de la fonction Q,

est inférieur à sJN, on aura m<CM, et par suite la formule (i8) se ré-

duira simplement à l'équation

K=m.

Donc alors la valeur de chacune des fonctions 12, 12', 12", . . . demeurera

intacte quand on effectuera les substitutions P, Q, R, . .
. , ou au moins

l'une d'entre elles.

Si, dans le théorème I, on remplace le système des substitutions con-

juguées I, Ç, ^, ^, . . . par les diverses puissances d'une seule substi-

tution P de l'ordre i, on obtiendra la proposition suivante :

Théorème VI. — Soit 12 une fonction de plusieurs variables indépen-

dantes ce, y, z-, ... ; soient encore

^, £2', ^", ...

les valeurs distinctes de cettefonction, et m le nombre de ses valeurs égales.

Soient enfin P une substitution de l'ordre i et k le nombre de celles d'entre

lesfonctions 12, 12', 12", . . . qui ne sont pas altérées quand on effectue les

substitutions

P, P% PS ..., P'-',
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ou du moins quelques-unes d'entre elles. La différence m - k sera un mul-
tiple de i, en sorte quon aura

(19) m — k~o (mod.i).

Corollaire /. — Si P et ses puissances sont les seules substitutions

» JV
qui n altèrent pas (i, on aura m= -r, et par suite la formule (19)

donnera

N
(•io) -. k = o (mod.O-

Si d'ailleurs l'ordre «de la substitution P se réduit à un nombre pre-

mier yo, alors k sera simplement le nombre de celles d'entre les fonc-

tions i2, 12', Q", ... qui ne seront pas altérées par la substitution P.

Alors aussi, en nommant ci le nombre des substitutions P, P', P", ...

semblables à P, et A le nombre de celles des substitutions P, P', P", . .

.

qui n'altère pas £2, on aura, d'après ce qu'on a vu dans un précédent

article, •

(21) hm=zkr3S.

De plus, si P se réduit à une substitution circulaire de l'ordre/?, on

trouvera

N N^ — r- , T^j— j m~- —y h—p-i
[i.2...{n — p)]p p

t'

et, par suite,

^=(/' — i)[i- 2. ..(«—/?)]== — [1.2. ..(«—/?)] (mod./?).

Enfin, si l'on prend n=p, on aura simplement

k^^ — i (mod./)),

et comme alors on trouvera

TV TV
^ ^— = — =1.2. . .(/> — i),

la formule (9.0), réduite à

1 .2. . .(/? — i) 4- 1 ^ o (mod./?),

reproduira le théorème de Wilson.
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§ II. — Sur le dénombrement des substitutions diverses qui n'altèrent pas

une fonction de plusieurs variables indépendantes.

Soit 12 une fonction de n variables indépendantes

X, y, z,

Nommons

(i) P-, ^', ^", ...

les valeurs distinctes de cette fonction qui résultent de permutations

opérées entre les variables, et m le nombre de ces valeurs distinctes.

Soient encore

P une substitution de l'ordre i, prise parmi celles qui n'altèrent pas la

valeur de 12;

P, P', P", ... les diverses substitutions semblables à P;

cj le nombre des substitutions P, P', P", . . .;

h le nombre de celles des substitutions P, P', P", ... qui n'altèrent pas

la valeur de 12;

k le nombre de celles des fonctions 12, 12', 12", ... qui ne sont pas alté-

rées par la substitution P.

On aura, comme nous l'avons déjà montré dans un précédent article,

(2) Iimzrzkw\

et chacun des rapports égaux
h k^

w m

devra être évidemment, ou inférieur, ou tout au plus équivalent à

l'unité. Si d'ailleurs on nomme M le nombre des valeurs égales de la

fonction 12, et A^ le produit i . 2 . 3 . . . /^, on aura, non seulement

(3) mM= N,

mais encore

(4) 2A = yW,
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la somme qu'indique le signe S s'étendant à toutes les formes que peut

revêtir la substitution P.

Concevons maintenant que Q, étant une fonction transitive de n,

de n — 1, de n— 1, et même de /z — /-f- 1 variables, soit une fonction

intransitive de n — l variables. La série (i) et, par suite, les valeurs

de m et de k resteront les mêmes pour (2 considéré comme fonction de

n variables, et pour ù considéré comme fonction de n — l variables.

Soient d'ailleurs

6, çp et OÏL

ce que deviendraient, pour Q considéré comme fonction de n — l va-

riables, les quantités
h, w et M.

Alors,' à la place des formules (2), (3), (4), on obtiendra les suivantes

(6) . m3ïl = S(Z,,

la valeur de <d^ étant i.2.3...(/z — /), et

(7) lè = DJi.

Cela posé, on tirera des formules (2) et (5)

(8) h = 9è, i, = ^.
y

la valeur de ô étant

(9) .
9^-'

Enfin, si l'on nomme r le nombre des lettres qui demeurent immobiles

quand on effectue sur Q, considéré comme fonction de n variables, la

substitution P, on aura, en vertu de la formule (j) de la page 289,

(10)
/(/•-!).. .(/•-/+!)

U n{n — i). . .(« — /-f- 1)

On aura d'ailleurs, en vertu des formules (3) et (6),

(II) ^ = ~M= ^

OFMvres de C. — S. \, t. IX. 49
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Remarquons à présent que, en vertu des formules (7) et (8), on

aura

(12) 2| = 3nL.

Si, dans cette dernière équation, on substitue les valeurs de ^ et de

on données par les formules (10) et (i i), alors, en effaçant le dénomi-

nateur commun aux deux membres, on trouvera

(i3) lr{r — i)...{r — l-\-i)h=zM.

Il importe d'observer que, r étant le nombre des variables exclues

de la substitution V, n — r sera le nombre des variables nécessairement

comprises dans cette même substitution. Cela posé, soient

I, P, Q, ...

les diverses substitutions qui n'altèrent pas la valeur de ù, et nom-

mons Hn-r le nombre de celles d'entre elles qui renferment précisé-

ment n — r lettres. Il est clair que les valeurs de h correspondantes à

ces dernières seront multipliées, dans le premier membre de l'équa-

tion (i3), par des valeurs identiquement égales du produit

/•(/•-i)...(r-/ + i).

Par conséquent, à l'équation (i3) on pourra substituer la suivante

(i4) . lr{r-,)...{r-l + i)II„-r=M,

la somme qu'indique le signe S s'étendant désormais aux diverses va-

leurs de r.

Ajoutons que, ù étant, par hypothèse, une fonction transitive non

seulement de /z — / -h i , mais encore de n — l -{- 2., . .
. , et même de

n variables, l'équation (i4) devra continuer de subsister quand on y

remplacera /par un quelconque des nombres

I, 2, 3, ..., / — I.

Elle continuera même de subsister, en se confondant avec la for-
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mule (4), quand on remplacera / par zéro, pourvu que l'on substitue

l'unité au coefficient

/•(r — i)...(r — / + i),

comme on est conduit à le faire quand on attribue à ce coefficient la

forme fractionnaire
I .2. . .r

1.1. ..{r— l)'

En développant le premier membre de la formule (i4)» ou de celles

qu'on en déduit lorsqu'on remplace / par un des nombres o, i , 2, 3, . . .

,

/ — I , et en observant que l'on a évidemment

on tirera de la formule (i4) les équations

(i5) l^M= i.2/r„_2+ ...+ (n-3)(/i-2)/r2+(« — i)«,

>

M— i.2.^...lH„_i-{-... -h{n — l-hi)...{n — i)n,

desquelles on déduira immédiatement les valeurs de

exprimées en fonction de 3/ et de

La méthode d'élimination très simple qui sert à effectuer ce calcul et

les conséquences remarquables qui se déduisent des formules (i5)

seront exposées dans un prochain article.
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308.

Analyse mathématique. — Mémoire sur diverses propriétés remarquables

des substitutions régulières ou irrégulières, et des systèmes de substitu-

tions conjuguées (suite).

C. R., T. XXI, p. 1025 (lo novembre i845).

§ I. — Sur le dénombrement des substitutions diverses qui n'altèrent pas

une fonction transitive de plusieurs variables indépendantes.

Soient

12 une fonction de n variables indépendantes x, y, z, . ..;

M\q nombre des valeurs égales de £2;

m le nombre de ses valeurs distinctes.

Soit encore

(0 X, P, Q, R, ...

le système des substitutions conjuguées qui n'altèrent pas la valeur

de (2, et H,, le nombre de celles qui déplacent r variables. La substitu-

tion I, qui forme le premier terme de la série (i), sera la seule qui ne

déplace aucune variable, et toute substitution, distincte de l'unité,

déplacera tout au moins deux variables à la fois. On aura donc

Si d'ailleurs 12 est une fonction transitive de n, de n — i, etc., et

même de /i — 1-\- r variables; alors, comme on l'a vu dans le précédent

article, les diverses valeurs de Hr, représentées par

vérifieront les formules

M — Hn^Ha-^^ /^„_2+ ... + //,+ !,

(2) [M— i.2/^„_2H-. . .+ (/i — 3)(/i — 2) A^2+ (rt — i)//,

»

M= ï.2.^. . .Iff^^i-h. .

.

-h {n— l + 1).. .{n — i)n.
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Supposons maintenant que l'on désigne par e^ la somme des n + 1 pre-

miers termes du développement de e~', et par \n\ la somme des

r+ I premiers termes du développement de (i — \)'\ n, r étant des

nombres entiers quelconques, en sorte qu'on ait

(3) e„=ri— •
,

,

V /

I 1.2 1.2.3
'

I .2.3. . .«

et

(4 [n]r=i h -^ --••4- -I'- ^ '
^ '•

I 1.2 I . 2 . . .
/•

On trouvera successivement

/K\ I I 3 II
(b) ^0=1, ei=:0, 62=-, 63=3, ^4=0' ^5=5-»

2 O O 00

De plus, on aura : 1° pour /i^r,

(6) . [«]. = o;

2° pour /i > r,

(7) [«]/•+ (-i)"[/i]«-r-i= o;

et, en ayant égard à la formule (7), on trouvera

r„n _, ^ ,

n(n — i)
/ N„r « «(/« — 1)1

Cela posé, si l'on combine entre elles, par voie d'addition, les for-

mules (2), respectivement multipliées par les divers termes

I

I .2 1.2.3

du développement de e~*, on trouvera

(9) Met = H„-h[l-hilffn-i-,+ [l-h2]iHn-i-i^...+ [n-2]iH^+[n]i;
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et, si l'on applique le même calcul, non plus au système des équa-

tions (2), mais seulement à celles qui restent quand on a effacé, ou la

première équation, ou les deux premières, ou les trois premières, etc.,

on obtiendra des équations nouvelles qui seront comprises, avec l'équa-

tion (9), dans la formule générale

/ Met-r=^i.i.. .rHn-r-\-{l+'^)-- .(/—/•-+- 2) [/ — r + i]/_,./^„_;_i

\
^(; + 2)...(/-r4-3)[/ -/•+2]/_,/r„_/_2 + ...

(10) <

j
+ (« — 2). . .(/l — /•— l) [«— r— 2]/_;./^2

( -}- n(/i— i)...(/i — r + I
)
[n — r]/_;.,

/' étant l'un quelconque des nombres entiers

o, I, 2, 3, ..., /.

Donc, en désignant par run de ces nombres, on aura généralement

'

rr
^^

„
{l + i)...{l-r-\-'2) ^jHn-v— 7— -ei-r —. L^— / + lJ/_,. //„_/_!

V , J!i » • • f ï , Z , • , i

(/+2). . .(/— r + 3)

I .2. . .r

(II)

(« — 2). . .(« — r + i)

[n — r]i^r'

I .2. . .r

n{n — i). . .{n — /' + i)

1 . 2 . . .
/•

Il en résulte qu'on pourra exprimer généralement

f^nf -"n-lJ -"«-2» •••> Un—l

en fonction de M et de

Il est bon d'observer que, dans le second membre de la formule (i i),

tous les termes qui suivent le premier seront évidemment des nombres

entiers. J'ajoute qu'on pourra en dire autant du premier terme repré-

senté par le produit
M

ei-r-
1.2. . .r
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En effet, ù étant, par hypothèse, une fonction transitive de n, de

n— i, . . . , et même de n— l-\-i variables, si l'on nomme .TIL le nombre
des valeurs égales de ù considéré comme fonction de n — /variables,

on aura
M=n{n — i). ..(n — l-^i)DXU

et, par suite,

1.2. . ./• 1.2. .
./• ' '^

Or, en vertu de la formule (3), le produit

I.2.. .(/— r)e/_,.

sera certainement un nombre entier, et il est clair que, pour obtenir le

second membre de la formule (12), il suffira de multiplier ce produit :

1° par le facteur entier aiL; 2** par le rapport

n(n — t). . .(n — /+ i)

(1. 2. ../•)[!. 2. ..(/-r)]'

qui est lui-même un nombre entier, puisqu'il représente le coefficient

du produit

dans le développement de l'expression

(i-hs + tyK

Ainsi, comme on devait s'y attendre, la formule (11) fournira toujours

une valeur entière de H;^_;..

Observons encore que, dans le second membre do la formule (4), les

divers termes, alternativement positifs et négatifs, offrent des valeurs

numériques toujours croissantes lorsque r ne surpasse pas -• Il en

résulte que, dans le cas où l'on a

_ n
^ 2

la valeur de [n]^ est toujours positive pour des valeurs paires de r, et

toujours négative pour des valeurs impaires de r.
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Si, dans la formule (i i), on pose successivement r=:/, puis r~l— \,

on obtiendra les deux suivantes :

H - M (/+!). ..3.2 ^^"-' -77^7^7 1.2.../
^n-i-r---

{n — i)...{n — /— i) n{n — i)...(/i — /+i)
— — -, -"2 7 '

1.2.../ 1.2,../

_ (/ + !). ..4-3 (/+2)...5.4 „
^'^-'"»-

1.2. ..(/-l)^"-'-»"^ 1.2. ..(/-I) 2^-'-^+ - •

•

^'^^

/

^(n-0. .(n-/) ^^_^_ n(n-x)...(.^/+2) ^^^_
\ 1.2. ..(/ — l) 1.2. ..(/—l)

Si, dans la formule (i4)» on pose /=i, on devra y remplacer par

l'unité chacun des produits

1.2.../ . ,, , \
1-2. ..(/ + l)

1.2. ..(/ — i)=—^— , 3.4...(/ + i) =
YTi

5
•••'

et l'on obtiendra l'équation

(i5) /r„= /r„_2+2H„_3+ . . .+ {n — 3)H,^-i- n — i,

que l'on peut établir directement en combinant entre elles, par voie de

soustraction, la première et la seconde des formules (2). D'ailleurs,

comme on aura toujours, en vertu de la formule (i3),

l.(\\ H ^ /^(^-i)..-(/i — /+2)
(16) /^„-/+i>

1.2. ..(/_j)
— («-0,

et, en vertu de la formule (i 5),

(17) Hnln — i,

il en résulte qu'on peut énoncer les propositions suivantes :

Théorème I. — Si Ci est une fonction transitive de n, de Ji — i, . .
.

,

et même de n — l-\-\ variables, alors, parmi les substitutions quiposséde-

ront la propriété de ne point altérer la valeur de (2, celles qui déplaceront

à la fois n — l -h i variables seront en nombre égal ou supérieur au pro-

duit
nin — i)...{n — l -^ i) . ,.-^ '- ^— '-{n — /).

1.2.../



EXTRAIT N° 308. 393

Théorème II. — Si £2 est une fonction transitive de n variables x, y,

z, . . . , alors, parmi les substitutions qui n'altéreront pas la valeur de Q,

celles qui déplaceront à la fois les n variables seront en nombre égal ou

supérieur à n — \.

Ainsi, par exemple, si Ton prend /i = 4 et

Q.-=z xy -\- zu,

alors trois substitutions régulières dont chacune déplacera les quatre

lettres x,y, z, u, savoir

{œ,y){z,u), (x,z){y,u), {œ,u)(y,z),

se trouveront comprises parmi celles qui n'altéreront pas la valeur de

la fonction transitive Q,.

Si, O étant une fonction transitive de n, de n — i , do n — 2, et

même den — l-hi variables, il suffît de rendre /+ i variables immo-
biles, pour que toutes le deviennent; alors on aura nécessairement

/J„-/-i = o, //„_/_2= 0, . .
.

, 1/2=0,

et, par suite, la formule (r i) donnera simplement

^^ n(/t — i).. .(n ~ r-hi)
(18) Hn-r

I . 2 . . .
/•
ei-r—

1 . 2 . . . r
[n- /•]/_,.,

Si, dans cette dernière formule, on substitue successivement à r chacun
des nombres

o, I, 2, 3, ..., /— [, /,

on obtiendra les suivantes

H„ = Mei-[nl,

M

(J9)
1.2 1,2 - J' -'

"n-/-hi— M
^1 -. [n — l-^i],,1.2. ..{l — i)- 1.2. ..(/ — i)

\ 1.2.../^"

CEuvres Je C. - S. I, t. IX..

1.2.../
[n - /]o,

5o
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dont les deux dernières se réduiront à

(20)

(21)

__ n{n-i)...{ n-t-h2)
//„_/+ 1 — -^-:^ 7->-

—

.X K"' — ')>

Hn-I

1.2. ..(/—I)

M n{n — 1). . An — l-^i)

Appliquons maintenant les formules qui précèdent à quelques

exemples.

Si 12 est une fonction symétrique de n variables x,y, z, . .
. , on aura

simplement

la valeur de iV étant

m = i, M — N,

N—\.i.Z...n.

Alors aussi, (2 étant fonction transitive de /i, de w — i, de /î — 2, . . .

,

et même de deux variables, on pourra prendre

/ =. « — I
;

et, en ayant égard aux deux formules

'« '^n— l
[n].-,= (-i)'^-S

qui subsistent pour toutes les valeurs entières et positives de n, on

tirera des équations (19)

(22)

fi - ^

H,
N

1 .2. . .{n — 3

)

TV

^3>

<?,.

I . 2 . . . ( « — 2 )

Ainsi, le nombre total des substitutions qui, renfermant n variables œ.
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y, s, . . . , déplacent à la fois toutes ces variables, est déterminé par la

formule

(23) H,.^Ne.

On pourrait aisément, de cette première formule, déduire toutes celles

qui la suivent dans le Tableau (22). Ajoutons que, si l'on substitue

dans la première des équations (2) les valeurs de Z/„, Zr„_,, ..., H^y

tirées des formules (22), on trouvera

(24)
I .2

Supposons encore que û représente une des fonctions qui, renfer-

mant n variables, offrent seulement deux valeurs distinctes. Alors on

aura

/w — 2, M =^
N

Alors aussi, Q> étant fonction transitive de /«, de /i — i, de w — 2,

et même des trois variables, on pourra prendre

n — /-4-in:3, l =z n — 2;

et, en ayant égard à la formule

[n]„_2=(-i)«(/i-i),

on tirera des équations (19) les suivantes

H„ := — Cr, (-i)«(«-0,

^„_,= ^^p-(-,r->^(/.-2),

(25)
Hn.

2 1.2 1.2

^3 =
2 1 . 2 ...(/« — 3 ) ^ '

1 . 2 ...(/? — 3 )
'

eo

1 . 2 . . . ( « — 2
)

(-ir
n(n — I ) ... 3

i .2. . .{n — 2

)
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dont les deux dernières se réduisent à

(26) //.=:
""'-')"'-^'

, H,--=o.

D'ailleurs, le rapport
n{n — i){n — 2

)

étant précisément le nombre total des substitutions circulaires du troi-

sième ordre que l'on peut former avec n lettres, les formules (26)

exprimeront une propriété bien connue des fonctions qui offrent seu-

lement deux valeurs distinctes, savoir que l'une quelconque de ces

fonctions est toujours altérée par une substitution circulaire du second

ordre, et n'est jamais altérée par aucune substitution circulaire du troi-

sième ordre.

§ II. — Théorèmes relatifs à deux systèmes de substitutions conjuguées.

Formons avec n variables x,y, z, ... deux systèmes de substitutions

conjuguées

(0 I, P, Q, R, ...

et

(2) I, <P, % cîl, ....

Soient .¥ l'ordre du premier système, et OlL l'ordre du second système.

Si une ou plusieurs substitutions du second système sont semblables

à une ou plusieurs substitutions du premier système; si, par exemple,

on suppose la substitution s^semblable à la substitution R, alors ^sera

lié à R par une ou plusieurs équations de la forme

(3) ^=rURU-',

et, réciproquement, lorsque deux substitutions appartenant, l'une au

premier système, l'autre au second, se trouveront liées entre elles par

une équation de cette forme, elles seront semblables Tune à l'autre.
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Observons d'ailleurs que l'équation (3) peut encore être présentée

sous chacune des formes

(4) R =rU-'^U,

(5) ^U=zUR.

Supposons maintenant que l'on nomme E le nombre des substitu-

tions U pour lesquelles se vérifient des équations semblables à la for-

mule (5), l'une de ces substitutions devant se réduire à l'unité dans le

cas particulier où les systèmes (i) et (2) offrent des termes communs.

Soit, au contraire, Fie nombre des substitutions U pour lesquelles ne

se vérifient jamais des équations semblables à l'équation (5). E -{-

F

sera évidemment le nombre total des substitutions que l'on pourra

former avec les n variables a?, 7, ^, . .
. , en sorte qu'on aura

(6) E-^F=N,

la valeur de A'' étant

(7) N—i.2.?>...n.

Concevons maintenant que la suite

(8) U, V, W, ...

renferme plusieurs des substitutions U pour lesquelles se vérifient des

équations de la forme (5), et construisons le Tableau

/ U, UP, UQ, UR,

, ,
V, VP, VQ, VR,

(9)
W, WP, WQ, WR,

Il est facile de s'assurer que chacune des substitutions comprises dans

ce Tableau sera encore du nombre de celles pour lesquelles se vérifient

des équations de la forme (5). Car, si l'on pose, par exemple,

UP = U'

et, par suite,

U=zU'P-', L-' = PU-',
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l'équation (3), qui coïncide avec l'équation (5), donnera

(10) ^ = U'Il'U'-i,

la valeur de R' étant

(11) R'= P-'RP;

et comme, en vertu de la formule (i i), R' sera une substitution com-

prise dans la série (i), mais semblable à R, et par conséquent distincte

de l'unité, l'équation (lo), à laquelle satisfera la substitution U', sera

évidemment de la môme forme que l'équation (3) ou (5). D'ailleurs,

deux termes compris dans deux lignes horizontales du Tableau (9)

seront certainement distincts l'un de l'autre; et, si deux termes com-

pris dans deux lignes horizontales différentes, par exemple les termes

UP, VQ,

compris dans la seconde et la troisième ligne horizontale, deviennent

égaux, alors l'équation

(12) VQ = UP

entraînera la formule

(i3) V=zUPQ-',

en vertu de laquelle V sera déjà un des termes compris dans la seconde

ligne horizontale. Donc tous les termes du Tableau (9) seront distincts

les uns des autres, si en construisant ce Tableau on a soin de prendre

pour premier terme de chaque nouvelle ligne horizontale une des sub-

stitutions non comprises dans les lignes déjà écrites, mais pour les-

quelles se vérifient des équations de la forme (5). Or, ces conditions

étant supposées remplies, concevons que l'on donne au Tableau (9)

la plus grande étendue possible; alors il renfermera nécessairement

toutes les substitutions pour lesquelles se vérifie la formule (5), et

par conséquent E termes distincts, répartis entre des lignes horizon-

tales qui renfermeront chacune M termes. Donc, si l'on nomme £>f le
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nombre de ces lignes horizontales, on aura

Ajoutons que, si l'on pose, pour abréger,

N
M

on aura identiquement

(i5) N—mM,

et que, des formules (6), (i4). (i-'>)» on tirera immédiatement l'équa-

tion

(i6) F = ^(m — &{:),

en vertu de laquelle F sera encore un multiple de M. Au reste, pour

établir directement cette conclusion, il suffît de concevoir que la

série (8) se compose, non plus de substitutions pour chacune des-

quelles se vérifient toujours des équations de la forme (5), mais, au

contraire, de substitutions pour lesquelles ne se vérifient jamais des

équations de cette forme. En effet, cette supposition étant adoptée, un

terme quelconque du Tableau (5), par exemple le terme

ne pourra vérifier une équation de la forme (5), par exemple l'équa-

tion (lo), R' étant l'une des substitutions P, Q, R, Car, en remet-

tant pour U' sa valeur UP dans l'équation (lo), et posant

PR'P-»=rR,

on reviendrait de l'équation (lo) à la formule (4), que devrait vérifier,

contrairement à l'hypothèse admise, la substitution U. D'ailleurs, pour

que les termes du Tableau (9) soient encore tous distincts les uns des

autres, il suffira, comme ci-dessus, qu'en prolongeant ce Tableau on

prenne toujours pour premier terme de chaque nouvelle ligne horizon-

tale un terme non compris dans les lignes horizontales déjà écrites.

Cela posé, il est clair que, au moment où, en remplissant ces condi-
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tions, on aura donné au Tableau (9) la plus grande étendue possible,

ce Tableau renfermera F termes différents répartis entre diverses

lignes horizontales dont le nombre sera jn — m:, et dont chacune sera

composée de M termes. Donc le nombre F sera toujours un multiple

de M, ainsi que l'indique la formule (16).

Par des raisonnements semblables à ceux qui précèdent, on prouve-

rait encore que chacun des nombres E, F est un multiple de dVu, et l'on

obtiendrait ainsi, à la place des formules (i4)» (16), deux équations

de la forme

(17) E = S\IK,

(18) F=OV.{m — K).

Concevons à présent que, le Tableau (9) étant composé de substitu-

tions pour lesquelles ne se vérifient jamais des équations de la forme (5),

on désigne par

(19) ^'>, <?, «>, ...

plusieurs termes de ce Tableau, pris dans les lignes horizontales dis-

tinctes, et construisons encore le Tableau suivant :

1
t), ti^o, ^f), ,ao, .,.,

\\^>, ax\ ^\'), SK.'Ç, ...,
(20)

\

j
^, (£^, ^«), Si^, ...,

v .., ..., ...» •••» ....

Un terme quelconque de ce nouveau Tableau, par exemple le terme

ne pourra vérifier une équation de la forme (5), ou, ce qui revient au

même, de la forme (4). Car, si l'on avait, par exemple,

^ étant Tune des substitutions f , i^, Ji, . .
. , on en conclurait

la valeur de pétant
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et, par suite, xd serait, contrairement à l'hypothèse admise, une sub-

stitution pour laquelle se vérifierait une équation de la forme (4)
ou (5). Donc un terme quelconque du Tableau (20) sera l'un de ceux

qui faisaient déjà partie du Tableau (8). 11 y a plus : deux termes com-

pris dans une même ligne horizontale du Tableau (20) ne pourront

faire partie d'une même ligne horizontale du Tableau (9); car, si l'on

avait à la fois, par exemple.

on en conclurait

^t) = VR, ^XD = VS,

'Or^Çt^-iVR,

^ç^-iy =vsR-s

et, par suite, V serait, contrairement à l'hypothèse admise, une des sub-

stitutions pour lesquelles se vérifierait une équation de la forme (5).

Enfin, si -deux termes compris dans deux lignes horizontales différentes

du Tableau (20), par exemple les deux termes

^O et ^^,

compris dans la seconde et la troisième ligne horizontale, appartenaient

à une même ligne horizontale du Tableau (9), de sorte qu'on eût

^£V = VR, î^t? = VS,

on en conclurait

Mais alors, en nommant W le premier terme de la ligne horizontale du

Tableau (9) qui renfermerait la substitution ^*(S-ç, on pourrait satis-

faire à la formule

^-» ^t) — ^-» VR = WT

par une valeur de T prise dans la suite i , P, Q, R et, des deux for-

mules
%-» VR =r WT, -ç == ^-1 VS,

on tirerait

^ = V^rR-»S;

OEiitres de C. — S.\,t.l\. 5l
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en sorte que 'Ç et (S~* ^tD seraient deux termes pris dans la même suite

horizontale du Tableau (9). Donc tous les termes du Tableau (20)

appartiendront à des lignes horizontales distinctes du Tableau (9), si,

en prolongeant le Tableau (20), on a soin de prendre pour premier

terme de chaque nouvelle ligne horizontale une substitution comprise

dans le Tableau (9), mais située hors des lignes de ce Tableau, qui ont

fourni quelques-uns des termes déjà écrits dans le Tableau (20). Si,

en remplissant cette condition, l'on donne au Tableau (20) la plus

grande étendue possible, il renfermera définitivement autant de termes

que le Tableau (9) renfermait de lignes horizontales, c'est-à-dire

m — ^ termes répartis entre plusieurs lignes horizontales, dont cha-

cune sera composée de 31L termes. Donc m — oi sera un multiple de 3K,

en sorte qu'on aura

(21) m — DC = o (mod.^lT^).

On prouverait de la même manière que l'on aura encore

(22) m—K=o (mod.TJ/).

D'ailleurs, comme on tire des formules {iÇ>) et (18)

(23) F=M{m-^) = dV^{m — K)

et, par suite,

, ,

,

m —Km — Dt

il est clair que la formule (21) devait entraîner la formule (22).

La formule (21) est l'expression du théorème énoncé à la page 38o.

Cette même formule, combinée avec l'équation (23), donne immédia-

tement

(25) F~o (mod.J/OlI)

ou, ce qui revient au même,

(26) E = N {moà.MSK,).

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :
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Théorème I. — Formons avec n variables x, y, z, ... deux systèmes

de substitutions conjuguées, et soient

I, P, Q, R, ..,

I, (S, % 3^, ...

ces deux systèmes, le premier de l'ordre M, le second de l'ordre 3\L. Nom-

mons E le nombre total des substitutions U, pour lesquelles se vérifient

des équations de la forme

{i-j) ÇE-U^UP,

et posons, pour abréger, A' = r . 2 . 3 . . . n. Les nombres IV, E fourniront

le même reste lorsqu'on les divisera par leproduit MCfïb.

Corollaire. — Si les deux systèmes se réduisent à un seul, alors, au

lieu du théorème I, on obtiendra la proposition suivante :

Théorème II. — Soit

I, P, Q, R, ...

un système de substitutions conjuguées de l'ordre M, et nommons E le

nombre des substitutions U pour lesquelles se vérifient des équations de la

forme

(28) QU = UP,

Q pouvant se confondre avec P. Le nombre E et le nombre N= i .2. . .n,

diviséspar le carré de M, fourniront le même reste, en sorte qu'on aura

(29) E^N {mod.M^).

Corollaire. — Si M^ surpasse A'', la formule (29) donnera nécessai-

rement

(30) E= N,

et par suite une substitution quelconque U sera du nombre de celles

pour lesquelles peut se vérifier la formule (28).

Supposons maintenant que les ^substitutions conjuguées

I, P, Q, R, ...
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soient précisément celles qui n'altèrent pas la valeur d'une certaine

fonction ù. Soit, d'ailleurs, U Tune des substitutions pour lesquelles

peut se vérifier la formule (5), ou, ce qui revient au même, la for-

mule (27). Si l'on nomme ù' ce que devient la fonction ù quand on

lui applique la substitution U, il est clair qu'on obtiendra encore ù' en

appliquant à £2, ou la substitution UP, ou son égale $U, et par consé-

quent en appliquant à ù' la substitution (S. Donc, alors, ù' sera l'une

des fonctions que n'altère pas la substitution <$. Ajoutons que, dans la

même hypothèse, les i/ substitutions qui n'altéreront pas la fonction il'

seront évidemment
U, UP, UQ, UR, ....

D'autre part, si U est l'une des substitutions qui transforment ù en 12',

et si la valeur de la fonction ù' n'est pas altérée quand on lui applique

l'une des substitutions f , ^, Si, . .
. , par exemple la substitution <$, on

pourra passer de à O' à l'aide de chacune des substitutions

U, ^U,

et revenir de 12' à (2 à l'aide de l'une des substitutions inverses

Donc on n'altérera pas la fonction (2 en lui appliquant la substitution

u-'$u,

et cette dernière substitution devra être égale à l'une des substitutions

P, Q, R, . .
. , en sorte qu'on aura, par exemple,

U-1$U==:P

et, par suite,

$U = UP.

De ces remarques il suit évidemment que le nombre E des substitu-

tions pour lesquelles se vérifie la formule (27) est le produit de M par

le nombre de celles des fonctions

i2, a', il", ...
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qui ne sont pas altérées quand on efFectue les substitutions r, $, ^, ...,

ou au moins l'une d'entre elles. Donc ce dernier nombre est précisé-

ment celui qui, dans la formule (21), se trouve représenté par la

lettre 9C. Il en résulte aussi que la formule (21) entraîne le théorème I

de la page 876.

Dans un prochain article, je montrerai comment, étant données les

substitutions $, P, on peut déterminer le nombre des substitutions U
pour lesquelles se vérifie la formule (27). J'établirai à ce sujet quelques

nouvelles propriétés des substitutions qui sont semblables entre

elles.

I

309.

Analyse mathématique. — Rapport sur un Mémoire présenté à VAcadémie

par M. Bertrand, et relatif au nombre des valeurs que peut prendre une

fonction, quand on y permute les lettres quelle renferme.

C. R., T. XXI, p. 1042 (10 novembre 1845).

Lorsque, dans une fonction de n variables, on permute les variables

entre elles de toutes les manières possibles, on obtient diverses valeurs

dont le nombre est précisément le produit i.i.'6...n. D'ailleurs, deux

quelconques de ces valeurs de la fonction peuvent être, ou égales entre

elles, quelles que soient les valeurs attribuées aux variables elles-

mêmes, ou généralement distinctes, de manière à ne pouvoir se con-

fondre que pour certains systèmes de valeurs des variables dont il

s'agit. Enfin le nombre des valeurs distinctes de la fonction est tou-

jours, comme on le démontre aisément, un diviseur du nombre total

des valeurs égales ou inégales, c'est-à-dire du produit i . 2 . 3 . . . /i. Mais

il n'est pas toujours possible de former une fonction pour laquelle le

nombre des valeurs distinctes soit un diviseur donné de ce produit,

par exemple l'un des nombres entiers

I, 2, 3, ..., n.
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A la vérité, on peut, avec un nombre quelconque de lettres, former,

outre les fonctions syméùiques , qui n'ont qu'une valeur, des fonctions

qui offrent seulement deux valeurs distinctes; et l'on peut encore, dans

le cas singulier où l'on considère quatre lettres, former une fonction

qui n'offre que trois valeurs distinctes. Mais, d'autre part, un géomètre

italien, M. Rufïîni, a démontré qu'on ne peut, avec cinq variables,

former une fonction qui offre moins de cinq valeurs, si elle en a plus

de deux; et un autre Italien, M. Pietro Abbati, a étendu cette proposi-

tion au cas où la fonction renferme un nombre quelconque de variables.

En outre, l'un de nous a démontré, il y a environ trente ans, que, pour

une fonction de n variables, le nombre des valeurs distinctes, quand il

est supérieur à 2, ne peut être inférieur au plus grand nombre premier

contenu dans n. Enfin, dans le Mémoire qui renferme cette démonstra-

tion, on trouve le passage suivant :

// n'est pas toujours possible d'abaisser Vindice, c'est-à-dire le nombre

des f>aleurs d'une fonction jusqiîà la limite que nous venons d'assigner ;

et, si l'on en excepte lesfonctions du quatrième ordre qui peuvent obtenir

trois valeurs, je ne connais pas defonctions non symétriques dont l'indice

soit inférieur à l'ordre (au nombre des lettres), sans être égal à 2. Le

théorème ci-dessus établi prouve du moins qu'il n'en existe pas de sem-

blables, quand l'ordre de la fonction est un nombre premier, puisque

alors la limite trouvée se confond avec ce nombre. On peut encore démon-

trer cette assertion, lorsque n est égal à 6, enfaisant voir qiîunefonction

de 6 lettres ne peut obtenir plus de six valeurs, quand elle en a plus de

deux.

La démonstration générale de la proposition que l'auteur du Mémoire

avait énoncée dans ce passage, et qu'il avait rigoureusement établie

dans le cas où n est un nombre premier ou bien encore le nombre 6,

est aussi l'un des principaux objets des recherches dont nous avons à

rendre compte. M. Bertrand est effectivement parvenu à la démontrer,

en supposant qu'il existe toujours un nombre premier p compris entre

les limites /z — 2 et -, et en s'appuyantsurla considération des substi-
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tutions circulaires formées avec^ -f- 2 lettres, partagées en deux groupes

dont l'un renferme p lettres, et l'autre deux lettres seulement. Mais

existe-t-il toujours, au moins quand n surpasse 7, un nombre premier

compris entre n — 2 et -? Cela est extrêmement probable, et l'on peut,

à l'aide des Tables des nombres premiers, s'assurer de l'existence d'un

tel nombre, au moins tant que n est inférieur à 6 millions. Ainsi, les

calculs de M. Bertrand suffisent pour étendre à tout nombre qui ne

surpasse pas cette limite la proposition énoncée. Ils prouvent aussi

que, pour une valeur de n inférieure à cette limite, une fonction de

n lettres qui offre seulement Ji valeurs distinctes est généralement

symétrique par rapport à /z — i lettres.

Parmi les nombres non premiers dont la valeur n'est pas considé-

rable, il en existe deux seulement auquel la démonstration de M. Ber-

trand ne s'applique pas : ce sont les nombres 4 et 6. M. Bertrand men-

tionne le nombre 4» qui» comme nous l'avons déjà dit, fait exception à

la règle générale. Il aurait dû, pour plus d'exactitude, mentionner

aussi le nombre 6, et observer que ip cesse d'être supérieur à /î, quand

on a /) = 3, « = G. D'ailleurs, comme nous l'avons rappelé ci-dessus,

le principal théorème se trouve depuis longtemps démontré, pour le

cas où l'on a /i = 6.

Le Mémoire de M. Bertrand renferme encore quelques autres propo-

sitions dignes de remarque sur le nombre des valeurs qu'une fonction

peut acquérir. Il prouve, entre autres choses, que, p, q étant deux

nombres premiers dont la somme est inférieure à n, une fonction de

/i lettres aura précisément 2/î valeurs distinctes, si le nombre des va-

leurs distinctes est inférieur au produit py, et si d'ailleurs le nombre n

des lettres est égal ou supérieur à 10.

En résumé, les Commissaires pensent que le Mémoire de M. Ber-

trand est digne d'être approuvé par l'Académie et inséré dans le

Recueil des Mémoires des Savants étrangers.
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310.

Analyse mathématique. — Mémoire sur les premiers termes de la série des

quantités qui sont propres à représenter le nombre des valeurs distinctes

d'unefonction des n variables indépendantes.

C. R., T. XXI, p. 1093 (17 novembre 1845).

I. — Considérations générales.

Soient

Q> une fonction de n variables x,y, z, .. .;

m le nombre des valeurs distinctes de cette fonction ;

M le nombre de ses valeurs égales.

On aura

(i) mM— N,

7V=z 1 .2.3. . ./î,

et par suite le nombre m des valeurs distinctes de £2 sera toujours un

diviseur du produit iV, c'est-à-dire du nombre des arrangements que

l'on peut former avec n lettres. Donc, si l'on forme la série des nombres

qui seront propres à représenter les diverses valeurs de m, tous les

termes de cette série seront des diviseurs de N. Mais la proposition réci-

proque n'est pas vraie, et tous les diviseurs de iV n'entrent pas dans la

série en question. Nous allons, dans cette Note, rechercher les pre-

miers termes de la série, c'est-à-dire ceux qui expriment les plus

petites valeurs de m.

D'abord, puisque, avec un nombre quelconque n des variables, on

peut toujours composer des fonctions symétriques, c'est-à-dire des

fonctions qui ne sont point altérées par des échanges quelconques

opérés entre les variables, et même des fonctions dont chacune offre

deux valeurs distinctes, il en résulte que, pour une valeur quelconque

de 7^, les deux premiers termes de la série formée avec les diverses va-

leurs de m seront toujours les nombres i et 2.
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Il est d'ailleurs facile de s'assurer : i^ que toute fonction qui n'est

altérée par aucune substitution circulaire du second ordre est néces-

sairement symétrique; 2° que toute fonction non symétrique qui n'est

altérée par aucune substitution circulaire du troisième ordre offre

seulement deux valeurs distinctes.

Pour savoir quelles sont les valeurs que peut acquérir le nombre m
quand il devient supérieur à 2, il convient de distinguer le cas où la

fonction (2 est intransilive, et le cas où elle est transitée.

Quand la fonction 12 est intransitive, c'est-à-dire quand les substitu-

tions

(2) I, P, Q, R, ...,

qui n'altèrent pas la valeur de O, ont pour effet unique d'écbanger,

séparément entre elles, des variables que renferment divers groupes

composés, le premier, de a variables

a, ê, y, ...;

le second, de b variables

l, IX., V, ...;

le troisième, de c variables

?» Z» ^»

> • > • >

on a évidemment

(3) rt=:a + ^ + c + ...,

chacun des nombres a,b,c, ... étant inférieur à n. Soient d'ailleurs,

dans cette hypothèse, A le nombre de celles des substitutions (2) qui

correspondent à des permutations diverses des variables a, é, y, . .. du

premier groupe; B le nombre de celles des substitutions (2) qui, en

laissant immobiles les variables a, ê, y, . . . du premier groupe, corres-

pondent à des permutations diverses des variables X, [x, v, . . . du second

groupe, etc. On trouvera

(4) ' M=ABC...;
OF.uvres de C. — S. I, t. IX. Sa
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et par suite, si l'on pose, pour abréger,

(5) Ji.=
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cette fonction, l'on peut faire passer à une place donnée une variable

quelconque, le nombre m des valeurs distinctes de 12 considéré comme
fonction des n variables données x,y, z, ... est en même temps le

nombre des valeurs distinctes de Q, considéré comme fonction des

n — I variables y, z,

§ II. — Détermination de quelques-unes des plus petites valeurs de m.

Il est maintenant facile de trouver quelques-unes des plus petites

valeurs que le nombre m puisse acquérir, quand il devient supérieur

à 2.

En effet, n étant le plus petit terme de la série (8) du § I, il suit im-

médiatement des formules (6), (7) du même paragraphe que, si 12 est

une fonction intransitive, le nombre m de ses valeurs distinctes ne

pourra être inférieur à n.

Il y a plus : 12 étant une fonction intransitive, on ne tirera de la for-

mule (7) du § I

(0 in=i n

que dans le cas où l'on aura, non seulement

S(^=zn

et, par suite,

« ~ « — 1 , 6 = 1, ifi> — I
,

mais encore

X = r

,

c'est-à-dire dans le cas où 12 sera fonction symétrique des n - 1 varia-

bles renfermées dans le premier groupe.

Enfin si, 12 étant une fonction intransitive, m devient supérieur à n,

il devra être au moins égal au plus petit des nombres

n(n — \)
2n, —^ '-.

2

De ces deux valeurs de m on obtiendra la première

(^) m^=2n,
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en supposant, comme ci-dessus,

0^ = «, a-=zn — I, 6 = [, iPozzii,

et, de plus,

A, = 2,

c'est-à-dire en supposant que ^, considéré comme fonction de n— i va-

riables, offre seulement deux valeurs distinctes. Au contraire, on trou-

vera
n{n — I )

^^nin-T)
en supposant, non seulement

et, par suite,
a=z n — 2, 6 = 2,

mais encore

c*est-à-dire en supposant que 12 est une fonction symétrique des

n — 2 variables comprises dans le premier groupe, et des deux va-

riables comprises dans le second.

En résumant ce qu'on vient de dire, on obtient la proposition sui-

vante :

Théorème I. — Çl étant une fonction intransitive de n variables indé-

pendantes, si l'on désigne par m le nombre des valeurs distinctes de H,

les plus petites valeurs que m pourra prendre seront le nombre n et le plus

petit des nombres
n(n — I )

2 n, -^ •

2

D'ailleurs, on obtiendra la valeur n ou 2,n du nombre m, en supposant

que les variables se partagent en deux groupes dont l'un renferme une

seule variable x, et que 12, considéré comme fonction des n — i va-

riables restantes j, z, ..., est ou une fonction symétrique, ou une

fonction qui offre seulement deux valeurs distinctes. On obtiendra,

au contraire, la valeur
^

de m, en supposant que les variables
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se partagent en deux groupes dont l'un renferme deux variables x,y,

et que 12 est fonction symétrique des variables comprises dans chaque

groupe.

Voyons maintenant ce qui arrivera si Q, est une fonction transitive

des variables

^f y* -^1 • • • ;

et cherchons d'abord, dans cette hypothèse, quelles valeurs pourra

prendre le nombre m s'il est inférieur à n.

On rendra cette recherche plus facile, en commençant par établir la

proposition suivante :

Théorème II. — Soient Q une fonction transitive de n variables indé-

pendantes

et m le nombre des valeurs distinctes de ù. Si, dans cette fonction, l'on

peut faire passer à trois places données trois variables quelconques arbi-

trairement choisies, m ne pourra s abaisser au-dessous de n, sans être l'un

des nombres i, 2.

Démonstration. — Les substitutions circulaires du second ordre qui

renferment la lettre x, savoir

(3) (^,7). (^,-), ••.,

sont en nombre égal à /z — i; et, si l'on applique séparément chacune

d'elles k la fonction 0, on obtiendra n — i valeurs nouvelles de cette

fonction. Soient
S2', a", ^", ...

ces mêmes valeurs. Les n quantités

(4) ^, ^', ^", 9-'", ••-,

c'est-à-dire les n valeurs que pourra prendre la fonction ù, en vertu

des substitutions

(.r, .r):^i, (a-,/), (^r,z), ...,

ne pourront être toutes distinctes les unes des autres, si l'on a m <] n.
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Donc alors le premier terme de la suite (4) sera équivalent à l'un des

suivants, ou deux de ces derniers seront égaux entre eux. Dans le pre-

mier cas, la fonction ù ne sera point altérée par une substitution cir-

culaire du second ordre qui renfermera, outre la variable x, une autre

variable j. Dans le second cas, la fonction ù acquerra deux nouvelles

valeurs 12' égales entre elles, en vertu de deux substitutions circulaires

du second ordre qui renfermeront, avec la variable x, deux nouvelles

variables y, z. Mais l'inverse d'une substitution circulaire du second,

ordre étant cette substitution même, si chacune des deux substitu-

tions

transforme ù en 12', chacune d'elles transformera réciproquement 12'

en 12; et, en conséquence, 12 ne sera point altéré par l'une quelconque

des substitutions du troisième ordre

{j:, y) {a^,z) = {.T, z, y), (.r, z) (^, y) = {or, y,z).

Eniin, si, la valeur de 12 n'étant pas altérée par la substitution circu-

laire

(^, r) ou {ar,y,z),

on peut faire passer deux variables quelconques à la place de x et de y,

ou même trois variables quelconques, arbitrairement choisies, aux

places primitivement occupées par x, y et z, il s'ensuivra que la valeur

de 12 ne pourra être altérée par aucune substitution circulaire sem-

blable à {x,y), c'est-à-dire du second ordre, ou par aucune substitu-

tion circulaire semblable à {x,y, z), c'est-à-dire du troisième ordre.

Mais alors 12 sera nécessairement, ou une fonction symétrique, ou une

fonction qui offrira seulement deux valeurs distinctes.

Corollaire. — En vertu du théorème II, si 12, étant une fonction

transitive de n variables, offre un nombre m de valeurs distinctes su-

périeur à 2, le nombre m ne pourra s'abaisser au-dessous de n, que

dans l'un des deux cas ci-après énoncés, savoir :

1° Lorsque 12 sera fonction transitive des n variables x, y^ z, ... et

fonction intransitive des n — i variables y, z, . . .;
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1° Lorsque i2 sera fonction transitive, non seulement des w variables

x,y, z, . .., mais encore des n — \ variables j, z, ... et fonction in-

transitive des n — 1 variables z,

Or, dans le premier cas, m étant le nombre des valeurs distinctes

d'une fonction intransitive de /z — i variables ne pourra, d'après le

théorème I, être inférieur à /i, à moins que l'on n'ait

et que Î2 ne devienne fonction symétrique de /z — 2 variables. Mais,

d'après ce qu'on a vu dans un précédent Mémoire, page 809, (2, que

l'on suppose être une fonction transitive et non symétrique de n va-

riables x,y, z, . . ., ne pourra être en même temps une fonction symé-

trique de /^ — 2 variables 5, . . ., que si l'on a

« = 4> /* — 1 = 3.

Dans l'e second cas, m étant le nombre des valeurs distinctes d'une

fonction intransitive de n — 1 variables, les plus petites valeurs que m
pourra prendre seront, en vertu du théorème I, le nombre /i — 2 et le

plus petit des nombres

, . ( /i — 2 ) ( « — 3 )
2(/i — 2), ^-^— -.

D'ailleurs le nombre 2(71— 2) ne peut devenir supérieur à 2 sans

devenir en même temps égal ou supérieur à n\ et, quant au nombre

ligure ^ --, il ne peut être a la lois supérieur a 2 et distinct

du nombre n — 1 sans être supérieur à /? — i . Donc, en vertu du théo-

rème I, m ne pourra, dans le second des deux cas énoncés, s'abaisser

au-dessous de n, à moins que l'on n'ait

m =. n — 2,

et que Q ne devienne fonction symétrique de /^ — 3 variables. Mais

alors û, étant tout à la fois fonction transitive de n, ou même de « — i

variables, et fonction symétrique de n — 3 variables, devrait être né-
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cessairement fonction symétrique de n — i, et, par suite, de n va-

riables, quand on aurait
/t — I > 4^

et même lorsqu'on supposerait

n — I = 4> n = 5.

Car, dans ce cas particulier, on trouverait n — 3 = i, et les deux va-

riables, dont ù serait fonction symétrique, pourraient être remplacées

par doux variables quelconques sans que la valeur de ù fût altérée.

Donc, en définitive, le seul cas où m pourra s'abaisser au-dessous de n,

sans être l'un des nombres i, 2, sera le cas particulier où l'on aura

et l'on peut énoncer la proposition suivante :

Théorème III. — Soit O une fonction transitive de n variables indépen-

dantes
X, y, z, . .

.

,

et m le nombre des valeurs distinctes de Çl. Le nombre tu pourra se réduire,

pour une valeur quelconque de n, à l'unité ou au nombre 2. Mais, si m
devient supérieur à 2, il ne pourra être inférieur à n que dans le cas par-

ticulier où l'on aura
n =. 4, m m 3,

et où la fonction Ci sera tout à la fois transitive par rapport à quatre

variables, intransitive par rapport à trois, et symétrique par rapport à

deux.

Corollaire. — La proposition précédente est précisément celle qui,

dans l'un de mes Mémoires de 18 12, se trouvait indiquée, pour une

valeur quelconque de n, et rigoureusement démontrée pour le cas où

n est ou un nombre premier quelconque, ou le nombre 6. La démon-

stration que M. Bertrand a donnée de la même proposition s'appuie

sur un lemme dont l'exactitude a été vérifiée, à l'aide des Tables de

nombres premiers, pour toute valeur de n inférieure à 6 millions.
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Mais on voit par ce qui précède que, sans recourir à l'inspection des

Tables de nombres premiers, on peut démontrer rigoureusement le

théorème II, quel que soit d'ailleurs le nombre n des variables com-

prises dans la fonction 12.

Je ferai voir, dans un prochain article, que, si, le nombre n étant

supérieur à lo, le nombre m est supérieur à tï — i, mais inférieur à

la limite

n{n — I
)

,

2

on aura nécessairement, ou

m =r n ou m =r= 2«.

311.

Analyse mathématique. — Mémoire sur la résolution des équations linéaires

symboliques, et sur les conséquences remarquables que cette résolution

entraîne après elle dans la théorie des permutations.

C. R., T. XXI, p. II23 (a{ novembre i845).

Les équations symboliques auxquelles je me suis trouvé conduit

par mes recherches sur le nombre des valeurs des fonctions offrent

cette circonstance singulière que chacun des produits symboliques

qui s'y trouvent renfermés varie, en général, quand on échange ses

facteurs entre eux. Considérons en particulier l'équation symbolique

qui exprime que deux substitutions données sont semblables l'une à

l'autre. Ses deux membres seront les produits des substitutions don-

nées par une troisième substitution qui devra entrer dans un des

deux produits comme multiplicande, et dans l'autre produit comme
multiplicateur. L'équation dont il s'agit sera donc une équation sym-

bolique, linéaire par rapport à cette troisième substitution. Mais, il

importe d'en faire la remarque, cette équation symbolique, bien dif-

OEnures de C. - S. I, t. IX, 53
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férente en cela de toutes les équations linéaires connues, aura géné-

ralement plusieurs solutions. Le nombre de ces solutions dépendra

du nombre total des substitutions semblables aux proposées, qui

pourront être formées avec les variables que l'on considère, et sera

précisément le quotient qu'on obtient quand on divise par ce dernier

nombre le nombre des arrangements qui peuvent être formés avec ces

variables. La règle très simple que je donne pour obtenir l'une quel-

conque de ces solutions consiste à écrire l'une au-dessus de l'autre

les deux substitutions données, en ayant soin de faire correspondre

les uns aux autres les facteurs circulaires composés d'un même

nombre de variables, puis à effacer les virgules et parenthèses pla-

cées entre les diverses variables. Alors ces deux substitutions se

trouvent transformées en de simples arrangements qui sont préci-

sément les deux termes de la substitution cherchée. Cette seule règle

fournit toutes les solutions de Véquation symbolique linéaire. La mul-

tiplicité des solutions provient, non seulement de ce qu'on peut, dans

chaque facteur circulaire, faire passer à la première place une quel-

conque des variables dont ce facteur se compose, mais aussi de ce

qu'on peut échanger entre eux les facteurs circulaires de même ordre,

et spécialement les facteurs circulaires du premier ordre, c'est-à-dire

ceux qui correspondent à des lettres immobiles.

Au lieu de supposer connues les deux substitutions semblables

entre elles que renferme une équation linéaire symbolique, on pour-

rait supposer connue l'une de ces substitutions, et demander la

valeur de l'autre correspondante à une solution donnée de l'équa-

tion linéaire. Ce dernier problème se résout encore très simple-

ment, mais d'une seule manière. Pour obtenir la valeur unique de

la substitution cherchée, il suffît de faire subir aux variables que

comprend la substitution proposée les déplacements indiqués par

la solution donnée de l'équation linéaire, en opérant comme si ces

variables n'étaient pas séparées par des virgules et des parenthèses,

et comme si leur système représentait un simple arrangement.

Des principes que je viens d'énoncer, on déduit, comme consé-
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quences, diverses propositions qui sont d'une grande utilité dans la

recherche du nombre des valeurs qu'une fonction peut acquérir, et

l'on arrive en particulier à découvrir les conditions qui doivent être

remplies pour que deux substitutions soient permutables entre elles.

Ces conditions peuvent être ramenées à deux. La première condition

est que les deux substitutions données, réduites à leurs plus simples

expressions, soient décomposables en substitutions circulaires ou,

du moins, en substitutions régulières, dont les unes soient formées

avec des variables que renferme une seule des substitutions données,

et dont les autres, prises deux à deux, renferment précisément les

mêmes variables. La seconde condition est que les substitutions régu-

lières correspondantes, qui, étant composées des mêmes variables,

entrent comme facteurs dans les deux substitutions données, soient

de la forme de celles qu'on en obtient, dans le cas où, avec plusieurs

systèmes de variables, on construit divers Tableaux qui renferment

tous, non seulement un même nombre de lignes horizontales, mais

encore un même nombre de lignes verticales, et où, après avoir écrit

ces Tableaux à la suite les uns des autres dans un certain ordre, on

multiplie entre eux, d'une part, les facteurs circulaires dont l'un

quelconque offre la suite des variables qui, dans les divers Tableaux,

appartiennent à une ligne horizontale de rang déterminé, d'autre

part, les facteurs circulaires dont l'un quelconque offre la suite des

variables qui, dans les divers Tableaux, appartiennent à une ligne

verticale de rang déterminé. Il en résulte que, si une substitution

est circulaire et renferme toutes les variables données, elle ne pourra

être permutable qu'avec ses puissances, et par conséquent avec des

substitutions régulières qui renfermeront encore toutes les variables.

Il en résulte aussi que, dans le cas où une fonction transitive

de n variables n'est pas altérée par une substitution circulaire de

l'ordre n, le nombre des substitutions de cet ordre qui jouissent de

la même propriété ne peut être inférieur au nombre des valeurs

égales de Î2 considéré comme fonction de /^ — i variables.

Il en résulte enfin que, dans le cas où Î2 est tout à la fois une
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fonction transitive de n variables, et une fonction intransitive de

ri — I variables, et où l'immobilité de deux variables entraîne l'im-

mobilité de toutes les autres, on peut trouver immédiatement, à

l'aide des règles précédemment énoncées, plusieurs des substitu-

tions qui jouissent de la propriété de ne point altérer 12. Souvent

même ces règles suffisent pour trouver toutes les substitutions de

ce genre, et c'est ce qui arrive en particulier dans le cas où n est

un nombre premier.

Je développerai, dans un prochain article, les corollaires impor-

tants des divers théorèmes que je viens d'indiquer.

§ I. — Des diverses formes que peut revêtir une même substitution.

Soit P l'une des substitutions que l'on peut former avec n variables

X, y, z, .. ., et posons
iV=i.2.3.../i.

Si l'on présente cette substitution sous la forme d'un rapport qui ait

pour termes deux des arrangements composés avec les variables x, y,

s, . .
. , on pourra prendre pour dénominateur de ce rapport un quel-

conque de ces arrangements, et par suite, en laissant toutes les variables

en évidence, on pourra présenter la substitution P sous N formes

diverses. Ainsi, par exemple, si l'on prend n = 3, on aura A'= 6, et

la substitution du second ordre, par laquelle on échangera entre elles

les deux variables x,y, pourra être présentée sous l'une quelconque

des six formes

/yœz\ /yzx\^ /œzy\ /œyz\ (zyx\ (zxy\
\jcyz) \œzyj \yzx J \yxzj' \zxyj' \zyx )

Le nombre des formes que peut revêtir une même substitution P se

trouve notablement diminué lorsqu'on l'exprime à l'aide des facteurs

circulaires dont elle est le produit, et que, pour représenter chaque

facteur circulaire, on écrit entre deux parenthèses les variables qu'il

renferme, en les séparant par des virgules, et plaçant à la suite l'une

de l'autre deux variables dont la seconde doit être substituée à la pre-
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miëre. Alors le nombre des variables comprises dans chaque facteur

circulaire indique précisément l'ordre de ce facteur, et le plus petit

nombre qui soit simultanément divisible par les ordres des divers

facteurs représente l'ordre i de la substitution P. Alors aussi toute

variable qui reste immobile quand on effectue la substitution P, doit

être censée comprise dans un facteur circulaire du premier ordre, qui

renferme cette seule variable, et, par suite, un tel facteur, représenté

par l'une des notations

(^), (r), {z), ...,

est équivalent à l'unité. Les facteurs circulaires du premier ordre

disparaîtront toujours si la substitution donnée P est réduite à son

expression la plus simple. Mais ils reparaîtront nécessairement si l'on

veut mettre en évidence toutes les variables. Il importe de connaître

le nombre des formes différentes que peut revêtir, dans cette hypo-

thèse, la substitution P. On y parvient aisément de la manière sui-

vante :

Supposons, pour fixer les idées, que la substitution P, étant de

l'ordre i, renferme

/facteurs circulaires de l'ordre a;

^facteurs circulaires de l'ordre b\

etc., et enfin

r facteurs circulaires du premier ordre, en sorte que r exprime le

nombre des variables qui restent immobiles quand on effectue la

substitution P.

On aura nécessairement

Supposons encore que, après avoir exprimé la substitution P à l'aide

de ses divers facteurs circulaires, représentés chacun par une série

de lettres comprises entre deux parenthèses, et séparées par des vir-

gules, on veuille déterminer le nombre co des formes semblables que
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l'on peut donner à la substitution sans déplacer les parenthèses, et,

par conséquent, sans altérer les nombres de lettres comprises dans les

facteurs circulaires qui occupent des rangs déterminés. Tout ce que

l'on pourra faire, pour modifier la forme de la substitution P, ce sera,

ou de faire passer successivement à la première place, dans chaque

facteur circulaire, une quelconque des lettres comprises dans ce fac-

teur, ou d'échanger entre eux les facteurs circulaires de même ordre.

Par suite, pour obtenir le nombre co des formes, semblables entre

elles, que peut revêtir la substitution P, il suffira de multiplier le

produit

des ordres de tous les facteurs circulaires par le nombre

(T.2.../)(l.2...^)...(l.2...;-)

des arrangements divers que l'on peut former avec ces facteurs,

lorsque, sans déplacer les parenthèses qui les renferment, on se

borne à échanger entre eux de toutes les manières possibles les fac-

teurs circulaires de même ordre. On aura donc

(2) (x> = {i .'2. .. f) {1.2. .. g-). . .{i .2. .. r)afb^

Ainsi, par exemple, si l'on prend n = 5, a = 3, /= i, r= 2, la for-

mule (2) donnera
0) = ( I . 2 ) 3 =: 6.

Effectivement, si l'on met en évidence les cinq variables ^, y, z, u, v,

dans la substitution

composée avec trois de ces variables, on pourra la présenter sous la

forme

et, sans déplacer les parenthèses, on pourra donner à cette même sub-

stitution six formes semblables, savoir :

(^,j, 5) («)(<')» iy,^,^)iu)ii'), iz,a;,y){u,v),
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§ II. — Résolution de l'équation linéaire et symbolique par laquelle

se trouvent liées l'une à l'autre deux substitutions semblables entre

elles.

Deux substitutions formées avec n lettres

^y y y ^f • • •

seront semblables entre elles, si elles offrent le même nombre de fac-

teurs circulaires, et si les facteurs circulaires de l'une et de l'autre,

comparés deux à deux, sont du même ordre. Cela posé, nommons P

l'une quelconque des substitutions relatives à n variables

X, y y z, . .
•

î

et soient

P, P', P", ...

les diverses substitutions semblables à P que l'on peut former avec

ces mêmes variables. Supposons d'ailleurs que l'on représente cha-

cune de ces substitutions par le produit de ses divers facteurs circu-

laires, en mettant toutes les variables en évidence, et en assignant

aux parenthèses des places déterminées. Enfin, concevons que l'on

donne à chacune des substitutions P, P', P", ... toutes les formes

qu'elle peut revêtir dans cette hypothèse. Si l'on nomme cj le nombre

total des substitutions P, P', P", ..., et w le nombre des formes sous

lesquelles se présentera chacune d'elles, le produit wny exprimera,

non seulement le nombre total des formes que revêtiront la substitu-

tion P et les substitutions semblables à P, mais encore le nombre N
des arrangements divers que l'on peut former avec n variables. Car on

devra évidemment retrouver tous ces arrangements, en supprimant

les virgules et les parenthèses dans les diverses formes obtenues. On

aura donc

la valeur de iV étant
TV= 1 .

2

... «
;
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et par suite on aura encore

(2) CT
N
0)

Si la substitution P renferme / facteurs circulaires de l'ordre a,

g facteurs circulaires de l'ordre b, ... , enfin r facteurs circulaires du

premier ordre, on aura, comme on l'a vu dans le § I,

(3) t^ = {i.i...f){i.2...g)...{i.2...r)afbs....

En substituant cette valeur de co dans la formule (2), on retrouvera,

comme on devait s'y attendre, l'équation (5) de la page 289.

Soit maintenant Q l'une quelconque des substitutions semblables

à P, et supposons

(4) V=.{a, 6, y, ...,fi){-k, p., V, . . ., p ). . .( 9) (x) ( 4^ )• • -,

(5) Q = (a',ê',/, ...,r]')(X',^',v', ...,p')...(9')(x')(^')...,

a', €', y', ..., Y]'; X', [j.', v', ..., p'; ...; 9', y/, 'Y, ... désignant les

variables qui, dans la substitution Q, ont pris les places qu'occu-

paient les variables a, ê, y, ... ; y], >., [x, v, . .
. , p ; ... ; 9, y , «j/, ...

dans la substitution P. Représentons par

A et C

les arrangements auxquels se réduisent les seconds membres des for-

mules (4) et (5), quand on y supprime les parenthèses et les virgules

placées entre les variables, en sorte qu'on ait

(6)

(7)

Enfin, soient

(8)

A =: a Q y ...yjApiv

C = oc'ë'y'...n'Vix'v'

R=PA et D = QC

les nouveaux arrangements qu'on obtiendra en appliquant à l'arran-

gement A la substitution P, et à l'arrangement C la substitution Q. On



trouvera
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on retrouvera l'équation (i3), et, en posant, pour abréger,

ou, ce qui revient au même,

B = PA, C = RA, D = QC,

on tirera de l'équation (i3)

D = RB, R ^^
B

On aura donc alors

(i5) R.

et par suite les substitutions

DHl

P = (^V Q ^^A/ ^-VC

seront semblables l'une à l'autre, puisque, en vertu de la formule (i5),

elles devront déplacer de la même manière les variables qui se cor-

respondent dans les deux termes de la substitution

G

A

Il importe d'observer que les deux membres de la formule (i4) sont

les produits qu'on obtient en multipliant les deux substitutions sem-

blables P et Q par une nouvelle substitution R dont la première puis-

sance entre, dans l'un des produits, comme multiplicande, et dans

l'autre produit, comme multiplicateur. Pour obtenir cette nouvelle

substitution R, il suffit d'exprimer la substitution P à l'aide de ses

facteurs circulaires, en mettant toutes les variables en évidence, et

d'écrire au-dessus de P la substitution Q, présentée sous une forme

semblable à celle de P, puis de transformer les deux substitutions Q,

P en deux arrangements C, A par la suppression des parenthèses et

des virgules placées entre les variables. Ces deux arrangements C, A
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seront les deux termes d'une substitution R qui vérifiera la for-

mule (i4)- Il y a plus : d'après ce qui a été dit ci-dessus, toute valeur

de R propre à vérifier cette formule sera évidemment fournie par la

comparaison des deux substitutions semblables P, Q, superposées

l'une à l'autre, ainsi qu'on vient de l'expliquer. D'ailleurs, comme,

en laissant P sous la même forme, on pourra donner successivement

à Q diverses formes semblables à celle de P, et semblables entre elles,

dont le nombre sera précisément celui que nous avons représenté par

w, il en résulte que la substitution R admet un nombre w de valeurs

distinctes. Donc, si l'on résout par rapport à R la formule (i4)» c'est-

à-dire Véquation symbolique et linéaire à laquelle doit satisfaire la sub-

stitution R, on obtiendra un nombre w de solutions diverses corres-

pondantes aux diverses formes de la substitution Q.

Si, en supposant connues, non plus les substitutions semblables P,

Q, mais l'une d'elles, P par exemple, et la substitution R, on deman-

dait la valeur de Q déterminée par l'équation (i4)> oHi ce qui revient

au même, par la suivante

(i6) Q=rRPR-',

on remarquerait que, pour passer de la valeur de P, donnée par la

formule (4), à la valeur de Q, donnée par la formule (5), il suffit do

faire subir aux variables x, y, z, . . . les déplacements par lesquels on

passe de la valeur de A, donnée par la formule (6), à la valeur de C,

donnée par la formule (7), c'est-à-dire les déplacements qui sont indi-

qués par la substitution R. En opérant ainsi, on obtiendrait la seule

valeur de Q qui vérifie la formule (16).

Nous savons donc maintenant résoudre les deux problèmes sui-

vants :

Problème I. — Étant données n variables œ, y, z, . . ., et deux substi-

tutions semblables P, Q, formées avec ces variables, trouver une troisième

substitution R qui soit propre à résoudre l'équation linéaire

QR = RP.
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Solution. — Exprimez la substitution P à l'aide de ses facteurs cir-

culaires, en mettant toutes les variables en évidence, puis écrivez au-

dessus de la substitution P la substitution Q, présentée sous une forme

semblable à celle de P. Supprimez ensuite les parenthèses et les vir-

gules placées entre les variables. Les deux substitutions Q, P seront

ainsi transformées en deux arrangements qui seront propres à repré-

senter les deux termes de la substitution R.

Corollaire. — Les substitutions P, Q peuvent ne renfermer qu'une

partie des variables x, y, z, ... ; mais, pour obtenir toutes les solu-

tions de l'équation
QR = RP,

on devra, comme nous l'avons dit, mettre toutes les variables en évi-

dence, même celles qui ne seraient renfermées dans aucune des deux

substitutions P, Q, si ces substitutions étaient réduites à leur plus

simple expression. Il en résulte que, les substitutions P, Q restant les

mêmes, le nombre des solutions de l'équation symbolique linéaire

QR = RP

croîtra en même temps que le nombre des variables x, y, z,

Pour éclaircir ce qu'on vient de dire, supposons que les substitu-

tions P, Q, réduites à leur plus simple expression, soient deux substi-

tutions circulaires du second ordre, et que l'on ait

^ = {^,y), Q = {x,z).

Si les variables x,y, z, ... se réduisent à trois, alors, P étant présenté

sous la forme

Q pourra être présenté sous l'une des formes semblables

(^, -)(/)» (-,^)(y),

et par suite la valeur de R devra se réduire à l'une des substitutions

xyzj' \œyz
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ou, ce qui revient au même, à l'une des substitutions

Si, au contraire, l'on considère quatre variables x, y, z-, u, alors, P

étant présenté sous la forme

Q pourra être présenté sous l'une quelconque des formes semblables

{^,^)iy){ii), {z,a:){y){u), {a:, z) (u) (y), {z,œ){u)(y),

et par suite R pourra être l'une quelconque des quatre substitutions

^xzyu\ /zxyu\ /xzuy\ /zxuy\
\xyzu} \xyzuj \xyzu )^ \œyzu)

ou, ce qui revient au même, l'une quelconque des quatre substitu-

tions

(y, 5), {x,z,y), {y,z,u), {x,z,u,y).

Problème II. — Etant données n variables x, y, z, . . . , et deux substi-

tutions semblables P, Q^, formées avec ces variables, trouver la substitu-

tion Q semblable àV, et déterminée par laformule

QmRPR-'.

Solution. — Exprimez la substitution P à l'aide de ses facteurs cir-

culaires, puis effectuez dans P les déplacements de variables indiqués

par la substitution R, on opérant comme si P représentait un simple

arrangement..

Corollaire. — Pour résoudre ce second problème, il n'est pas néces-

saire de mettre toutes les variables en évidence, comme on doit le

faire généralement quand il s'agit d'obtenir toutes les solutions du

premier, et l'on peut se servir de substitutions réduites à leurs plus

simples expressions. Si, pour fixer les idées, on prend

^ = {^,y), R = {x,z,y),

alors, en appliquant la règle ci-dessus établie, on trouvera, quel que
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soit d'ailleurs le nombre des variables données,

RPR-»=(z,^), PRP-'=iy,z,x).

Si l'on supposait, au contraire,

on trouverait

312.

Analyse jiâthématique. — Mémoire sur les substitutions permutables

entre elles. ^

C. R., T. XXI, p. 1188 (i" décembre i845).

Soient P, U deux substitutions formées avec les n variables x, y,

z Soient, de plus, w le nombre des formes diverses et semblables

entre elles que l'on peut donner à la substitution P, en l'exprimant à

l'aide de ses facteurs circulaires, et mettant toutes les variables en

évidence. Les substitutions P, U seront permutables entre elles, si

elles vérifient la formule

(0 UP=:PU.

Donc alors U sera nécessairement l'une des solutions de la formule (i).

Mais il pourra se confondre avec l'une quelconque de ces solutions,

dont le nombre est précisément co. Ajoutons que, en vertu des prin-

cipes établis dans le précédent Mémoire, on devra, pour obtenir U,

écrire au-dessus de la substitution P la même substitution sous une

seconde forme semblable à la première, puis réduire les deux formes

de la substitution P à de simples arrangements, en supprimant les

parenthèses et les virgules placées entre les variables, et prendre ces
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arrangements pour les deux termes de la substitution cherchée.

Comme, en passant de la première forme de P à la seconde, on peut

échanger entre eux arbitrairement les facteurs circulaires du premier

ordre, formés avec les variables immobiles qui disparaissent quand

on réduit la valeur de P à sa plus simple expression, il en résulte

que, dans la substitution cherchée U, ces variables peuvent composer

des facteurs circulaires quelconques. Donc, pour obtenir les diverses

valeurs de U, il suffira de multiplier les diverses substitutions for-

mées avec les variables immobiles de P par les diverses valeurs de U
qu'on obtiendrait en laissant de côté ces mêmes variables, et en sup-

posant la valeur de P réduite à sa plus simple expression.

Ainsi la question peut toujours être ramenée au cas où les variables

données seraient toutes comprises dans la substitution P, sans qu'il

fût nécessaire de les mettre en évidence.

Plaçons-nous maintenant dans cette dernière hypothèse, et, pour

bien voir ce qui arrivera, examinons encore les différents cas qui

peuvent s'offrir à nous, en commençant par ceux qui sont les plus

simples.

Si d'abord la substitution P se réduit à un seul facteur circulaire,

en écrivant, dans ce facteur, à la suite de chaque variable celle qui

devra lui être substituée, il n'y aura plus d'arbitraire que le choix do

la variable placée en tête du facteur dont il s'agit, et les deux arran-

gements auxquels on réduira la première et la seconde forme de P

représenteront les deux termes d'une nouvelle substitution qui sera

une puissance de P. Donc, la substitution U se confondra nécessaire-

ment avec l'une de ces puissances. Si la seconde forme de P n'était

pas distincte de la première, la puissance de P qui représenterait la

substitution U se réduirait évidemment à l'unité.

Supposons, en second lieu, que P soit une substitution régulière

équivalente au produit de /facteurs circulaires de l'ordre «. Si l'un

de ces facteurs ne change pas de place, quand on passe de la pre-

mière forme de P à la seconde, il se trouvera remplacé par une de ses

puissances dans la substitution U. Mais il en sera autrement si plu-
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sieurs facteurs circulaires de P, dont chacun soit de l'ordre a, sont

échangés entre eux. Nommons

($, ^, c'a, ...

ces facteurs circulaires dont nous représenterons le nombre par i, et

supposons qu'ils soient échangés entre eux dans l'ordre indiqué par

la substitution circulaire

Concevons d'ailleurs que, après avoir réduit les deux formes de P à

deux arrangements, on écrive à la suite l'une de l'autre les variables

qui se correspondent mutuellement dans les facteurs circulaires de U,

dont quelques-uns,
t), t?, ^g), ...

seront formés avec les variables qui entraient dans la composition des

facteurs
(S, % S^, ... .

de la substitution P. Nommons/ le nombre des facteurs circulaires

19, t?, t^, ....

Soit, de plus, b le nombre des variables comprises dans D, et repré-'

sentons par

a, ê, y, ..., \, fx, V, ..., cp, X' ^' •••

ces mêmes variables, en sorte qu'on ait

(2) t)=:(a, g,y, ...,^,fx,v, ...,<^,X,^, ...)•

La suite des variables

(3) a, ê, y, ..., >., [S., V, ..., cp, x, 4>, ...

pourra être évidemment décomposée en plusieurs autres suites

l Cf., ê, y, . . .

,

] X, [l, V, .. .,

(4)
,



EXTRAIT N° 312. W3

formées chacune avec des variables qui se succéderont dans l'ordre

indiqué par la substitution

en sorte que, dans chacune des suites horizontales du Tableau (4)> Iti

premier terme représente une variable tirée du facteur Ç?, le second

terme une variable tirée du facteur ^, le troisième terme une variable

tirée du facteur ^, etc. Cela posé, si l'on nomme le nombre des

suites horizontales que renferme le Tableau (4), le nombre total b des

termes de ce Tableau sera le produit du nombre par le nombre «des

facteurs circulaires

^, % .a, ....

On aura donc

(5) b= ei,

et par conséquent l'ordre b de la substitution XD sera un multiple de i.

Soient maintenant

(6) a', ê', /, ..., V, ix', v', ..., 9', j^', ^', ...

les variables qui, dans les facteurs circulaires

% ^, Si, ...,

ou plutôt dans les cercles indicateurs correspondants, suivent immé-

diatement les variables

oc, ê, y, ..., l, IX, V, ..., cr,, 1, i\,,

Soient pareillement

(7) a", &', f, ..., V, IX", V", ..., o", x% V> •••

les variables qui, dans les mêmes cercles indicateurs, suivent immé-

diatement les variables

«', 6', /, ..., X', II', v', ..., 9', yj, -y, ...,

etc. Chacune des suites (6), (7), ... se composera de termes propres

OEuvres de C— SA, t. IX. 55
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à représenter les diverses variables qui succéderont les unes aux

autres dans un des facteurs circulaires

'Ç, ^, ....

On pourra donc supposer

( ^={a',e',y', ..., X', fx', v', ..., c?',x',^', ...),

D'autre part, les variables qui succéderont les unes aux autres dans

le facteur $ seront évidemment

ce, a', a", ..., X, V, l", ..., 9, 9', 9", ....

On pourra donc supposer encore

(9) ^={cc,a',cc",..., 6,g',6", ..., 9,9',9", ...),

et l'on trouvera de même

Donc les variables

ce, ê, y, ..., >, fi, V, ..., 9, j^, ^|>,

(j^) ^

«'' ê', /, ..., V, ^', V', ..., 9', y^', ^',

' a", g", /, ..., r, ^", V", ..., 9", X", r,

c'est-à-dire celles qui se trouvent renfermées, d'une part, dans les

facteurs circulaires

^, t, Si, ...

de la substitution P, d'autre part, dans les facteurs circulaires

'O, 'Ç, ^, ...

de la substitution U, entreront dans la composition de ces facteurs
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suivant le mode indiqué par les équations (2), (8), (9) et (10). Si

l'on nomme /le nombre total de ces variables, on aura évidemment

(12) l:=ai=z bj,

puisque a représentera le nombre des variables comprises dans cha-

cun de «facteurs circulaires $, ^, <R, . . ., et è le nombre des variables

comprises dans chacun des j facteurs circulaires X), \^, xg>, D'ail-

leurs, on tirera de l'équation (12)

(i3) - = -JII
et, de cette dernière, combinée avec la formule (5), on conclura

(14) a = Bj.

Donc, non seulement l'ordre b de chacun des facteurs t), -<?, xjj>, ...

sera un multiple du nombre i des facteurs ^, ^, ^, . . ., mais, récipro-

quement, l'ordre a de chacun des facteurs $, ^, <R, ... sera un mul-

tiple du nombre/ des facteurs t5, t?, xg), — Au reste, il serait facile

d'établir directement l'équation (i4)> puisque les variables comprises

dans $ se confondent avec les divers termes du Tableau

(i5)

qui renferme un nombre de lignes horizontales, et un nombre y de

lignes verticales.

Concevons maintenant que le produit des facteurs circulaires qui

renferment les variables comprises dans le Tableau (11) soit désigné

par s dans la substitution P, et par s dans la substitution U. Alors, en

vertu des deux équations

(16) ^ — ($^Sl..., Gr^X?'^?^...,

8 et G seront deux substitutions régulières, la première de l'ordre
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a= (ij\ la seconde de l'ordre b= ^i. D'ailleurs, le Tableau (ii) pourra

être évidemment décomposé en plusieurs autres

(17)

(18)

(19)

("'
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Les observations que nous venons de faire relativement aux varia-

bles comprises dans le Tableau (ii) s'appliquent évidemment à tout

système de variables comprises dans des facteurs circulaires de P, qui

se trouvent échangés entre eux quand on passe de la première forme

de P à la seconde. De telles variables sont toujours du nombre de

celles qui se montrent à la fois, sans qu'il soit nécessaire de les mettre

en évidence, dans les deux substitutions P, U, supposées permutables

entre elles; et, parmi les facteurs circulaires de ces deux substitu-

tions, ceux qui renferment de telles variables donnent toujours pour

produits respectifs deux substitutions régulières S, S qui peuvent être

formées, à l'aide de divers Tableaux analogues aux Tableaux (17),

(18), (19), . . . , suivant le mode que nous avons indiqué.

D'ailleurs, d'après ce qu'on a vu précédemment, si, des deux substi-

tutions P, U, supposées permutables entre elles et réduites à leurs plus

simples expressions, l'une renferme des variables qui ne soient pas

comprises dans l'autre, ces variables pourront y être groupées arbi-

trairement de manière à composer des facteurs circulaires quel-

conques. En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :

Théorème I. — Soient P, U deux substitutions formées avec n variables

x, y, z, . .
. , et supposons ces deux substitutions réduites à leurs expres-

sions les plus simples. Si elles sont permutables entre elles, leurs facteurs

circulaires, dans le cas le plus général, seront de deux espèces. Les uns

renfermeront les variables comprises dans une seule des deux substitutions

P, U, et pourront être des facteurs quelconques . Quant aux facteurs cir-

culaires qui renfermeront les variables communes aux deux substitutions,

non seulement ils pourront être groupés entre eux de manière à offrir pour

produits des substitutions régulières qui, prises deux à deux, représenteront

des facteurs complexes et correspondants de V et de U, formés avec les

mêmes variables, mais, de plus, les substitutions régulières qui représen-

teront les facteurs complexes et correspondants de V et del] pourront être

réduites à la forme de celles qu'on obtient dans le cas où, avec plusieurs

systèmes de variables, on construit divers Tableaux, qui renferment tous
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un même nombre de termes compris dans un même nombre de lignes hori-

zontales et verticales, et où, après avoir placé ces Tableaux, à la suite les

uns des autres, dans un certain ordre, on multiplie entre eux, d'une part,

les facteurs circulaires dont l'un quelconque offre la série des variables

qui, dans les divers Tableaux, appartiennent à une ligne horizontale de

rang déterminé; d'autre part, lesfacteurs circulaires dont l'un quelconque

offre la série des variables qui, dans les divers Tableaux, appartiennent à
une ligne verticale de rang déterminé. Ajoutons que, réciproquement, si

les diverses conditions que nous venons d'énoncer sont remplies, les deux

substitutions P, U serontpermutables entre elles.

Corollaire I. — Pour éclaircir ce qu'on vient de dire par un exemple,

supposons que, avec les variables

oo, y, z, u, (', w, s, t,

on construise les deux Tableaux

^, y,

z, u

et

V, w,

s, t.

Les facteurs circulaires du quatrième ordre, dont chacun renfermera

les quatre variables comprises dans les premières ou dans les secondes

lignes verticales des deux Tableaux, seront

{a^,z,v,s) et (f,u,w,t).

Au contraire, les facteurs circulaires du quatrième ordre, dont chacun

renfermera les quatre variables comprises dans les premières ou dans

les secondes lignes horizontales des deux Tableaux, seront

{a:,y,v,w) et (z, u, s, t).

Cela posé, il résulte du théorème I que, si l'on prend

P=(.r, ^,V,5) (j, U,W,t)

et

U = (^, 7, V, w) {z, u, s, t).
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P, Q seront deux substitutions permutables entre elles. Pour s'assurer

qu'effectivement ces substitutions vérifient la formule

PU = UP,

ou, ce qui revient au même, la suivante

p=ziupu-s

il suffit d'observer que, si l'on pose

A = œzvsyuwt,

on trouvera
UA =:zyuwtvsxz.

Donc, par suite, en vertu de l'une des règles établies dans le précé-

dent article, on aura

UPU-'r= (y, U, W, t){ç, s, X, z)=.V.

Corollaire IL — Si les divers Tableaux formés avec les / variables

que renferment deux facteurs complexes et correspondants s, G des

substitutions P, U se réduisent à un seul Tableau, alors S, s seront

deux substitutions régulières du genre de celles dont nous nous

sommes déjà occupés dans un précédent article (séance du i3 oc-

tobre), et dont les propriétés deviennent évidentes quand on repré-

sente les variables qu'elles renferment à l'aide de deux espèces d'in-

dices appliqués à une seule lettre. C'est ce qui arrivera, par exemple,

si l'on a

è ={x,u){y,v){z,w),

^ — {x,z,v){y,ii,w).

Alors les deux substitutions s, s seront les produits des divers fac-

teurs circulaires formés, d'une part, avec les variables que renfer-

ment les diverses lignes horizontales du Tableau

X, Z, V,

«, ^, y;

d'autre part, avec les variables comprises dans les diverses lignes

horizontales; et ces deux substitutions seront certainement permu-
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tables entre elles, car elles se réduiront au cube et au carré de la sub-

stitution du sixième ordre

Il est bon d'observer que, en vertu des équations (i6), jointes aux

formules (2), (8), (9) et (10), on aura généralement

(20) SJ=:&,

et que, si l'on pose en conséquence

(21) 0=:S/=5',

sera une substitution régulière de l'ordre

, . ^ b a l
(22) =: - = - =1 — •

i I ij

D'ailleurs, dans les formules (20), (21), l'exposant i de s représen-

tera le nombre des facteurs circulaires de s, et réciproquement l'ex-

posant j de s représentera le nombre des facteurs circulaires de s.

Cela posé, on pourra énoncer encore la proposition suivante ;

Théorèjie II. — Lorsque deux substitutions P, U sont permutables

entre elles, les facteurs circulaires qui renferment les lettres communes

aux deux substitutions , supposées réduites à leurs expressions les plus

simples, fournissent deux produits décomposables en substitutions régu-

lières qui, comparées deux à deux, se correspondent de telle sorte que

deux substitutions régulières S e/ s, propres à représenter deux facteurs

complexes et correspondants des substitutions données P e^ U, vérifient

toujours laformule

i étant le nombre des facteurs circulaires de S, et j le nombre des fac-

teurs circulaires de S. Ajoutons que, si l'on désigne par l le nombre

des variables comprises dans chacune des substitutions régulières S, ©,

la substitution

sera une autre substitution régulière de l'ordre — •
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Corollaire I. ~ Si les facteurs complexes s et s composent à eux
seuls les substitutions P et U, on aura

(23) P-S, U = S,

et la formule (20) donnera

(24) VJ—\i,

/désignant le nombre des facteurs circulaires de P, ety le nombre des
facteurs circulaires de U. Si, pour fixer les idées, on pose, comme
dans le corollaire I du théorème I,

on aura

^ = {x,z, V, s) {y, u,w,t),

^~{^,y,v,w){z, u, s, t).

et par suite l'équation (24) donnera

P2— u^.

Effectivement, en formant, dans cette hypothèse, le carré de chacune
des substitutions P, U, on trouvera

Corollaire IL - Si, parmi les facteurs circulaires de P, se trouve
une seule substitution circulaire de l'ordre a, formée avec des va-

riables que renferme aussi U, réduit à son expression la plus simple,
cette substitution circulaire devra évidemment représenter une des
valeurs de s. En la prenant effectivement pour 6, on aura

et la formule (20) donnera
s — SJ.

Donc alors le facteur s de U, correspondant au facteur 6 de P, sera
une puissance de la substitution circulaire de s. Cette conclusion
s'accorde avec les remarques faites au commencement de cet article,

puisque, dans le cas où s représente, non seulement un des facteurs
Œuvres de C. — S. I, t. IX. 5g
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circulaires P, mais encore le seul de ces facteurs qui soit de l'ordre a,

s ne peut être déplacé quand on passe d'une forme de P à une autre,

de manière à ne jamais altérer les nombres de lettres comprises dans

les facteurs qui occupent des places déterminées.

313.

Analyse mathématique. — Note sur la réduction des fonctions transitives

aux fonctions intransitives, et sur quelques propriétés remarquables

des substitutions qui n altèrent pas la valeur d'unefonction transitive.

C. R., T. XXI, p. 1199 {i" décembre i845).

Comme je l'ai remarqué dans une précédente séance, le nombre

des valeurs distinctes d'une fonction transitive de plusieurs variables

est aussi le nombre des valeurs distinctes qu'admet cette fonction

dans le cas où l'une des variables devient immobile. Il peut d'ailleurs

arriver qu'une fonction transitive de plusieurs variables ne cesse pas

d'être transitive dans le cas où une, deux, trois, quatre, . . . variables

deviennent immobiles; et alors le nombre des valeurs distinctes de la

fonction donnée se confond avec le nombre des valeurs distinctes

d'une autre fonction qui renferme une, deux, trois, quatre, ... va-

riables de moins. J'ajoute que cette autre fonction peut toujours être

supposée intransitive. Car, si l'on fait croître de plus en plus le

nombre des variables devenues immobiles, ce nombre ne s'élèvera

jamais au delà d'une certaine limite, égale ou supérieure à celle qu'il

peut atteindre quand la fonction donnée est symétrique, savoir, au

nombre total des variables diminué de l'unité.

Mais ce qu'il importe surtout de remarquer, c'est que la fonction

intransitive à laquelle on réduira une fonction transitive donnée, en

supposant une ou plusieurs variables immobiles, ne saurait être une



EXTRAIT N» 313. U3

fonction intransitive quelconque. Tout au contraire, le nombre des

formes que peut acquérir cette fonction intransitive est notablement

restreint par un théorème que je suis parvenu à établir. Je prouve

que toute fonction transitive de n variables, qui devient intransi-

tive quand on suppose une variable immobile, est nécessairement ou

une fonction transitive complexe de toutes les variables, ou une fonc-

tion pour laquelle le nombre des valeurs égales se trouve réduit, par

l'immobilité d'une variable, au nombre des valeurs égales d'une autre

fonction de / lettres, / étant inférieur à /^ — i et diviseur de /z — i.

Ajoutons que de ces deux hypothèses une seule évidemment pourra

être admise, si n ou /i — i est un nombre premier. Ainsi, par exemple,

en vertu du théorème que je viens d'énoncer, le nombre des valeurs

égales de toute fonction transitive de cinq variables qui sera intran-

sitive par rapport à quatre devra se réduire au produit du facteur 5

par le nombre des valeurs égales d'une fonction de deux variables.

Donc, toute fonction transitive de cinq variables qui sera intransitive

par rapport à quatre offrira cinq ou dix valeurs égales, et, par suite,

vingt-quatre ou douze valeurs distinctes. Au contraire, toute fonction

de six variables, qui sera intransitive par rapport à cinq ne pourra

être qu'une fonction transitive complexe.

Le théorème énoncé, joint à ceux que nous avons déjà établis dans

les séances précédentes, sert encore à limiter le nombre des valeurs

égales ou distinctes que peut acquérir une fonction transitive qui ne

cesse pas de l'être, quand une ou plusieurs variables deviennent

immobiles. On reconnaît ainsi, par exemple, que toute fonction de

cinq lettres qui est transitive par rapport à cinq et à quatre variables

offre nécessairement six valeurs distinctes, quand elle en a plus de

deux, et qu'on peut en dire autant de toute fonction de six lettres

qui est transitive par rapport à six, à cinq et à quatre variables.

Ajoutons que très souvent, à l'aide des formules auxquelles je suis

parvenu, on peut déterminer le nombre et même la nature particu-

lière des substitutions des divers ordres qui n'altèrent pas une fonc-

tion transitive de n variables, en supposant connu le nombre des
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variables dont Timmobilité réduit cette fonction transitive à une fonc-

tion intransitive et le nombre des valeurs distinctes que la fonction

peut acquérir.

En finissant, j'observerai que M. Hermite m'a dit avoir depuis long-

temps reconnu la fonction transitive de six variables dont j'ai parlé,

savoir, de celle qui offre seulement six valeurs distinctes. Toutefois,

la méthode par laquelle il était parvenu à constater l'existence de

cette fonction est différente de celle que j'ai suivie moi-même, et

qui, en raison de son utilité dans la solution de plusieurs problèmes,

paraît assez digne d'intérêt pour que je croie devoir l'exposer dans un
autre article.

314.

Analyse mathématique. ~ Note sur les substitutions qui n'altèrent pas la

valeur d'une fonction, et sur laforme régulière queprennent toujours

celles d'entre elles qui renferment un moindre nombre de variables.

C. R., T. XXI, p. 1234 (8 décembre i845).

Considérons n variables indépendantes x, y, z, . . . , et nommons P

une substitution formée avec plusieurs de ces variables, en nombre
égal à /. Si la substitution P n'est pas régulière, elle sera du moins le

produit de plusieurs substitutions régulières

U, V, w, ....

Désignons par
a, b, c, ...

les ordres de ces substitutions régulières, et supposons que

U soit le produit de/facteurs circulaires de l'ordre a;

V le produit de g facteurs circulaires de l'ordre b;

W le produit de h facteurs circulaires de l'ordre c;
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Les nombres a, b, c, ... seront tous inégaux entre eux, et l'on aura,

non seulement

(i) P=UVW...,

mais encore

( 2

)

fa + gb-\- hc^. . .— l.

Ajoutons que, si l'on nomme i l'ordre de la substitution P, i sera

le plus petit nombre entier, divisible par chacun des nombres a,

hy c

Observons maintenant que les nombres

a, h, c, ...,

étant tous inégaux, ne pourront tous offrir les mêmes facteurs pre-

miers, élevés aux mêmes puissances. Donc, parmi les facteurs pre-

miers de i, on pourra trouver un nombre premier/?, qui sera tel que

les termes de la suite

a, b, c, ...,

ou ne seront pas tous divisibles par/?, ou, du moins, ne seront pas

tous divisibles par la même puissance de/?. Alors

sera évidemment une substitution régulière de l'ordre/?; et cette sub-

stitution P^', réduite à son expression la plus simple, cessera de ren-

fermer les variables comprises dans quelques-unes des substitutions

régulières

U, V, w, ...,

savoir, dans celles de ces substitutions dont les ordres n'étaient pas

multiples de la plus haute puissance de/? qui divise i. D'ailleurs,

chacune des substitutions U, V, W, ... déplacera deux variables au

moins, si l'ordre i de la substitution P est un nombre pair, et trois

variables au moins si l'ordre i est un nombre impair. Donc le nombre

des variables que déplacera la substitution P'' sera égal ou inférieur
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à / — 2, si la substitution P est d'ordre pair, et à / — 3 si la substitu-

tion P est d'ordre impair. Ajoutons qu'on pourra encore supposer ce

nombre égal ou inférieur à /— 3, si, l'ordre i étant pair, l'un des

entiers

a, b, c, ...,

a par exemple, est impair. Car, dans ce cas, on pourra prendre/? — 2,

et alors
i

sera une substitution régulière du second ordre qui déplacera au plus

/— 3 variables, puisqu'elle cessera de comprendre les a variables ren-

fermées dans la substitution U. Enfin, il suit de la formule (2) que

l'un des entiers

a, Z>, c, ...

sera certainement impair, si /, ou le nombre des variables comprises

dans P, est un nombre impair. Par conséquent, on pourra énoncer la

proposition suivante :

Théorème I. — Soit P une substitution de Vordre i, qui déplace l va-

riables, et supposons cette substitution irrégulière. Alors, parmi les puis-

sances de P, distinctes de l'unité, on trouvera une ou plusieurs substitu-

tions régulières, dont chacune déplacera l — 2 variables au plus, si l et i

sont des nombres pairs , et l — 3 variables au plus, si l ou i est impair.

Soit maintenant ù une fonction des n variables indépendantes^,

j, ^, . . . , et nommons
I, P, Q, Pi, ...

les substitutions, conjuguées entre elles, qui n'altèrent pas la valeur

de cette fonction. Soit encore rie nombre des variables qui deviennent

immobiles quand on effectue celles des substitutions P, Q, R, ... qui

déplacent le plus petit nombre de variables possible. Chacune des

substitutions P, Q, R, . . . déplacera au moins n — r variables. Suppo-

sons d'ailleurs que, parmi ces substitutions, l'une P soit irréguliëre;

nommons i son ordre et / le nombre des variables qu'elle déplace.
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Parmi les puissances de P distinctes de l'unité, on trouvera toujours

(théorème 1) une substitution régulière qui déplacera /— 2 variables

au plus, et celle-ci sera encore un terme de la suite (3). On aura donc

l — 2 ^ /i — r,

l^n — /• -h 2

.

Il y a plus : en vertu du théorème I, on aura nécessairement

l — 3z.n — r,

lyH — /' H- 3,

si / est un nombre impair. On ne pourrait donc avoir précisément

lz=: n — r + 2

que dans le cas où, / étant un nombre pair, r=l~ 3 serait un nombre

impair. .En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :

Théorème II. — Soient ù unefonction de n variables indépendantes x,

y, z, . .., et r le nombre des variables qui deviennent immobiles quand on

effectue les substitutions qui, en laissant intacte la valeur de O, déplacent

le plus petit nombre de variables possible. Toute substitution qui, sans

altérer Çl, déplacera n — roun — r + i variables, sera certainement une

substitution régulière. Ily a plus : on pourra en dire autant de toute sub-

stitution qui, sans altérer ù, déplacera n — r -]- 1 variables, si r est un

nombre pair.

Corollaire I. — Si la fonction 12 est altérée par toute substitution cir-

culaire du second ordre, on aura

n — /• > 2.

Donc alors, en vertu du théorème II, toute substitution P qui n'al-

térera pas la valeur de Q, sera nécessairement régulière, non seulement

quand elle déplacera trois ou quatre variables seulement, mais aussi

quand elle déplacera cinq variables.
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Corollaire IL — Si la fonction ù est altérée par toute substitution

régulière du second ou du troisième ordre, on aura

n — / > 3.

Donc alors, en vertu du théorème II, toute substitution P qui n'al-

térera pas la valeur de Q sera nécessairement régulière quand elle

déplacera quatre ou cinq variables seulement. Elle pourrait devenir

irrégulière, si elle déplaçait six variables; par exemple si l'on avait

Effectivement si, en adoptant la valeur précédente de P, on réduit aux

dérivées de P les substitutions conjuguées qui n'altèrent pas la valeur

de O, ces substitutions seront, avec i et P, les puissances de P supé-

rieures à la première, et distinctes de l'unité, savoir

P2— (^, 2) (j, u), P2= (^, U, z,y) {v, w),

et par conséquent le système des substitutions conjuguées qui n'al-

téreront pas la valeur de 1} renfermera seulement, avec l'unité, deux

substitutions irrégulières du sixième ordre et une substitution régu-

lière du second ordre.

Corollaire m. — Si la fonction ù est altérée par toute substitution

circulaire du second, du troisième ou du quatrième ordre, et par toute

substitution régulière du second ordre formée avec quatre variables,

on aura
« — r >4.

Donc alors, en vertu du théorème II, toute substitution P qui n'alté-

rera pas la valeur de ù sera nécessairement régulière, quand elle dé-

placera cinq, six ou sept variables.



EXTRAIT N" 315.

315.

Analyse MATHÉMATIQUE. — Mémoire sur diverses propriétés des systèmes de

substitutions, et particulièrement de ceux qui sont permutables entre

eux.
C. R., T. XXI, p. 1238 (8 décembre i845).

Je me propose dans ce Mémoire de faire connaître plusieurs pro-

priétés remarquables des systèmes de substitutions; je montrerai plus

tard le parti qu'on peut tirer de cette connaissance dans la recherche

du nombre des valeurs distinctes d'une fonction de plusieurs va-

riables.

§ I. — Sur quelques théorèmes fondamentaux

.

Je commencerai par établir la proposition suivante :

Théorème I. — Soit

(i) I, P, Q, R, ...

un système de substitutions conjuguées, formées avec n variables x, y,

z, .... Soient d'ailleurs $ une autre substitution arbitrairement choisie,

et

% s^, ...

d'autres substitutions, déduites de $ par la résolution des équations

linéaires

(2)

dans lesquelles

^P = U^, ^Q = V<a,

U, V, w,

représentent des substitutions égales, ou inégales, dont chacune se réduit

à un terme de la série (i). Alors les substitutions

(3) I, ^, % Si,

jointes à leurs dérivées, formeront un système de substitutions conju-

OEwres deC. — S. I, t. IX. 67
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guées, qui sera permutable avec le système des substitutions conjuguées

I, P, Q, R, ....

Démonstration. — Soient T l'une quelconque des substitutions (i),

et 5 l'une quelconque des substitutions (3) ou de leurs dérivées. Pour

établir le théorème énoncé, il suffira de faire voir que tout produit de

la forme
ST

est en même temps de la forme

ÏS,

les valeurs particulières de © et de T pouvant varier lorsqu'on passe

de la première forme à la seconde. Or, évidemment, en vertu des for-

mules (2), chacun des produits

(4)

sera de la forme

.^P, <^SQ, fR,

S S,

S désignant un terme de la suite (i), et s un terme de la suite (3). De

plus, on pourra en dire autant de chacun des produits renfermés dans

le Tableau
^P, ^Q, ^R, ...,

^P, ^Q, ^R, ...,

<aP, .RQ, <ÎR.R, ...,

(5)

En effet, considérons, pour fixer les idées, le produit

^P.

On pourra aisément le réduire à la forme Ss; car la première des

équations (2) donnera
^=U-i$P

et, par conséquent,
^P^U-iûET^.

Mais, P^* étant un terme de la suite (i), ^P^ sera un terme de la suite (4),



EXTRAIT N" 315. 451

et par conséquent une des équations (2) sera de la forme

W étant lui-même un terme de la suite (1). On aura donc

et l'on en conclura

(6) ^P = SS,

en posant, pour abréger,

S=:U-'W.

Or, comme la valeur précédente de S sera encore un terme de la

suite (i), la formule (6) exprimera simplement que le produit ^P est

de la forme Ss, S désignant un terme de la suite (i), et s un terme de

la suite (3).

De ce qu'on vient de dire, il résulte évidemment que, si T repré-

sente un terme quelconque de la suite (i), et G un terme quelconque

de la suite (3), on pourra toujours satisfaire à la condition

(7) GT = SS,

en prenant pour S un autre terme de la suite (i), et pour s un autre

terme de la suite (3). J'ajoute qu'il en sera encore de même si l'on

donne à la suite (3) une extension nouvelle, en y faisant entrer, avec

les substitutions

^, % Si, ...,

toutes celles de leurs dérivées qui pourraient n*y être pas renfermées,

c'est-à-dire les diverses puissances des substitutions ^i", ^, ^, • • . , et,

plus généralement, les produits de ces mêmes substitutions multi-

pliées l'une par l'autre deux à deux, trois à trois, . . . , de toutes les

manières possibles. Effectivement, T étant un terme quelconque de la

suite (i), soient
s, 6', S", ...

divers termes égaux ou inégaux de la suite (3). La formule (7) four-
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nira successivement plusieurs équations de la forme

(8) 6T = SS, e'S = S'S', S"S'=S"S",

s, S', S", . . . désignant des termes de la suite (i), et s, s', s", . . . des

termes de la suite (2). Or, des formules (8) on déduira successive-

ment les équations

(9) .e'ST= S'S'8, &'&ÏST = ^"è"S'§,

et celles-ci seront encore semblables à la formule (7), avec cette seule

différence que les substitutions

s et S

s'y trouveront remplacées par les produits

S'S et S'S ou 5"5'S et §"§'§, ...,

c'est-à-dire par des substitutions dérivées de ÇP, ^, ^, D'ailleurs,

celles de ces substitutions qui se trouveront représentées par les pro-

duits

pourront être évidemment des dérivées quelconques des substitutions

$, ^, .^, . . .

.

Le premier théorème étant ainsi démontré, on peut en déduire

immédiatement un grand nombre de propositions nouvelles que je

vais successivement indiquer.

D'abord, si les substitutions P, Q, R, ... se réduisent aux diverses

puissances d'une même substitution P, alors à la place du théorème I

on obtiendra la proposition suivante :

Théorème II. — Soient P une substitution formée avec plusieurs va-

riables X, y, z, . .
.

, et i l'ordre de cette substitution, dont les diverses

puissances composeront, en conséquence, le système des substitutions con-

juguées

(10) I, P, PS ..., P'-^

Soient encore
a, b, c, ..., f, g
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des nombres entiers quelconques égaux ou inégaux, et

^, % a, ..., t), \'), xg)

de nouvelles substitutions, déterminées par le système des équations

linéaires

(il) Cep=:pa^^ ÇeP'=P*Jl, ..., œP'-2— ?/-<?, œP^-» = P="'T^.

Si, aux substitutions

ûp, ^, ê\ ..., 13, -c?, xj?),

on joint les dérivées de ces mêmes substitutions, on obtiendra un système

de substitutions conjuguées qui sera permutable avec le système des puis-

sances de P.

Si l'on prend pour a un nombre premier à i, la substitution P"* sera

semblable à la substitution P, et par suite on pourra choisir $ de

manière à vérifier la formule

(12) C^Pr=P«ÇE'.

Alors aussi la première des formules (ii) se réduira simplement à

l'équation (12). D'ailleurs, si, dans chacun des membres de cette der-

nière équation, on introduit plusieurs fois de suite le facteur P comme

multiplicande, on en tirera successivement

cep2— pa çep = p2«^,

Cfp3_p2aC^p_p3aCE>^

Donc le système des équations (11) pourra être remplacé par le sys-

tème des formules

(l3) (ePz^P'^^, ^P2=P2«Çe, ..., ÇeP('-»)= P('-l)«$,

toutes comprises dans la formule générale

(i4) ^pA=p«/'cp,

et le théorème II entraînera la proposition suivante :

Théorème III. — Si, P étant une substitution de l'ordre i, et a un



454 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE.

nombre premier à ?, on nomme $ l'une quelconque des solutions de

l'équation linéaire

^P = P^Ç,

le système des substitutions conjuguées qui représenteront les diverses puis-

sances de ($ sera permutable avec le système des substitutions cojijuguées

qui représenteront les diverses puissances de P.

Corollaire I. — Il est bon d'observer que, après avoir déduit de

l'équation (12) la formule (i4)> on pourra, de cette dernière formule,

déduire successivement les suivantes

^2 pA _— (^-pah (^ -— pa'A Çî

^3 p/i __ Çg>pa'A (^i -— pa'A Og>3

toutes comprises dans la formule générale

(l5) ($k^h—^ahi($k^

Corollaire IL — D'après ce qu'on a vu dans un précédent Mémoire,

pour obtenir une solution quelconque $ de l'équation (12), il suffît de

représenter chacune des substitutions semblables P, P'^, à l'aide de ses

facteurs circulaires, en ayant soin de faire occuper les mêmes places,

dans les deux substitutions, par des facteurs circulaires de même
ordre. Alors ^ pourra être représenté par la notation symbolique

(^p>

pourvu que, en supprimant, dans P et dans P'', les virgules et les

parenthèses, on considère P et P'* comme représentant de simples

arrangements. On peut donc énoncer encore la proposition suivante :

Théorème IV. — Soient P ujie substitution de l'ordre ?, et a un nombre

premier à i. Supposons, d'ailleurs, que, après avoir représenté les substi-

tutions VetV^à l'aide de leurs facteurs circulaires, en ayant soin de

faire occuper les mêmes places, dans ces deux substitutions, par desfac-

teurs circulaires de même ordre, on supprime les virgules et parenthèses
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placées entre les variables, afin de réduire VetV^à de simples arrange-

ments. Alors les puissances de la substitution

(i6) ^='
P

formeront un système de substitutions conjuguées qui sera permutable

avec le système des puissances de la substitution P.

Exemple. — Si l'on prend

et a = 2, alors, en laissant a; à la première place, on trouvera

et, en réduisant P, P- à de simples arrangements, on tirera de la for-

mule (i6)

\xyzuvj v^'
' ' ^

Donc le système des puissances de la substitution circulaire du qua-

trième ordre

sera permutable avec le système des puissances de la substitution cir-

culaire du cinquième ordre

V = {x,r,z, u,v).

Si, en adoptant la valeur de P déterminée par la formule

^ = {oc,y,z,u,v),

on attribuait successivement au nombre a les valeurs

2, 3, 4,

alors, en laissant toujours ^ à la première place dans chacune des

substitutions

PS PS PS
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on obtiendrait successivement pour (S les trois substitutions

(j, z, V, u), {y, u, V, z), (y, v) {z, u),

c'est-à-dire celles des puissances de la substitution

(/, -, ^, «)

qui sont distinctes de l'unité.

Généralement, si l'on représente par P une substitution circulaire

dont l'ordre i soit un nombre premier, on pourra, en appliquant la

formule (5) à la détermination de ^, laisser toujours à la première

place une même variable x, et alors, en posant successivement

ût = 2, az=:3, ..., a^=-i— i,

on obtiendra «valeurs différentes de (?.

Lorsque i cessera d'être un nombre premier, on ne pourra plus,

dans la formule (i6), prendre pour a l'un quelconque des nombres

entiers inférieurs à i. Mais on pourra toujours y supposer

a = t — I.

puisque i — \ sera toujours premier à i. Alors l'équation (i6) don-

nera

('7) ^""(p~')

OU plus simplement

(i8) çer=^^
p

Exemple. — Si l'on prend « = 6 et

alors, en laissant a? à la première place, on aura

et, en réduisant P, P~' à de simples arrangements, on tirera de la

formule (i8)
(xwvuzy\
\xyzuvwj ^"^ I \ > I
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Donc le système des puissances de la substitution du second ordre

^]: = {y,,v){z,v)

sera permutable avec le système des puissances de la substitution cir-

culaire du sixième ordre

Rien n'empêche de supposer, dans la formule (i6),

«=: I.

Dans cette supposition, la formule (i6) donnera

P'
('9) ^^=vp

P' désignant une seconde forme de P, que l'on déduira de la première,

en ayant soin de faire toujours occuper les mêmes places par des fac-

teurs circulaires de même ordre. Alors aussi t? se réduira simplement

à une puissance de P, si P se réduit à une substitution circulaire. Mais

il n'en sera plus généralement de même si P est le produit de plusieurs

facteurs circulaires du premier ordre, ou même d'ordres différents.

Alors f pourra être une substitution distincte de toutes les puissances

de P, ainsi qu'on le voit dans les exemples suivants.

Exemple I. — Soit

Alors, en posant
1?'={J,X){Z,U),

on tirera de la formule (7)

si l'on prend, au contraire,

V'^.{z,u){x,y),

on tirera de la formule (19)

OF.uvies de C. — S. I, t. IX. 58



458 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE.

enfin, si l'on prend
P'— («,s,)(^,y),

la formule (19) donnera

\xyza) j I-'

et, dans ces divers cas, le système des puissances de $ sera permu-

table avec le système des puissances de P.

Exemple IL — Soit

et prenons

La formule (19) donnera

\xyzuvwj \ '^'
' ''

et alors le système des puissances de ® sera permutable avec le sys-

tème des puissances de P, qui seront toutes distinctes de ^.

§ IL — Conséquences des principes établis dans le premier paragraphe
et dans les précédents Mémoires.

Dans le Mémoire que j'ai publié, il y a trente ans environ ('), Sur

Je nombre des valeurs qiîunefonction peut acquérir, quand onypermute
de toutes les manières possibles les quantités quelle renferme, j'avais

représenté ces quantités par des lettres affectées d'indices, et les

indices par des nombres. Alors les substitutions, en vertu desquelles

les diverses quantités étaient échangées les unes contre les autres,

se trouvaient exprimées à l'aide de ces nombres, par conséquent à

l'aide des indices eux-mêmes, comme je l'ai fait encore dans une des

précédentes séances {voir les formules (3) de la page 346). C'est aussi

en remplaçant par des nombres les diverses variables desquelles une

fonction dépend, que M. Hermite m'a dit être parvenu, non seulement

à constater l'existence de la fonction transitive de six variables qui

(1) OEuvres de Cauchj, S. II, T. I,
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offre six valeurs distinctes, mais encore à d'autres résultats spécia-

lement relatifs aux nombres premiers 5, 7, ii, et applicables à la

théorie des trois équations modulaires dont les degrés sont ces

nombres premiers augmentés de l'unité. Quoique, dans l'entretien

que nous avons eu ensemble le 19 novembre dernier, M. Hermite

ne m'ait pas dit en quoi consiste précisément sa méthode, j'avouerai

sans difficulté que cet entretien a excité en moi un vif désir d'appro-

fondir de plus en plus les questions relatives à la théorie des permu-

tations, et m'a engagé à rechercher avec plus de soin toutes les consé-

quences qui peuvent se déduire des principes que j'avais déjà établis

dans les Comptes rendus. Mes recherches m'ont d'abord conduit aux

résultats énoncés dans les deux dernières séances et dans le § I du

présent Mémoire. Je vais maintenant en indiquer plusieurs autres qui

peuvent être aisément tirés des formules auxquelles nous sommes

déjà parvenus.

Soit •

(0 V{x,y,z,...)

une substitution circulaire de l'ordre i, formée avec i variables x, y,

z, Soit de plus a un nombre premier à i. Enfin, supposons qu'on

laisse la variable a? à la première place dans la substitution P'', sem-

blable à P, et que, en réduisant les substitutions P, P*" à de simples

arrangements, on prenne

(2) ,

Alors ^ sera une substitution qui déplacera seulement les variables

ou quelques-unes d'entre elles, et les puissances de ^ formeront un

système permutable avec le système des puissances de P. Il y a plus :

la substitution ^, comme on l'a vu dans le § I, vérifiera généralement

la formule

(3) t£>A:p/j_palAÛ^/t^
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quels que soient les nombres entiers h et k. Or il suit de cette der-

nière formule que, des deux équations

(4) ^/'-r^I, p/»=:P«^^,

la première entraînera toujours la seconde, et réciproquement. On

doit en conclure que l'ordre de la substitution $, c'est-à-dire la plus

petite valeur de k propre à vérifier la formule

est aussi la plus petite valeur de k qui vérifie l'équivalence

(5) rt*= I (mod.i)-

De cette simple remarque on déduit immédiatement les théorèmes YI

et VII des pages 333 et '334, auxquels on parvient encore en rempla-

çant les variables œ, r, z, ... par des lettres affectées d'indices, et

présentant en conséquence la substitution P, comme nous l'avons fait

à la page 333, sous la forme

Il suit aussi de la remarque précédente, que les racines primitives

du nombre entier ? seront précisément les valeurs de a qui fourniront

pour valeur de
p.

P

une substitution de l'ordre i—i, si i est un nombre premier, et,

dans le cas contraire, une substitution circulaire d'un ordre équi-

valant à yindicateur maximum I.

Dans le cas particulier où l'on prend a=^i—i, la formule (6),

réduite à l'équation

/P
(7) ^-P^^p

fournit pour valeur de $ une substitution circulaire du second ordre.

Revenons maintenant aux formules (ii) du § I, et, en supposant

que P désigne une substitution circulaire de l'ordre /, déterminée



EXTRAIT N" 315. UQi

par la formule (t), prenons encore pour (P une substitution qui

déplace seulement quelques-unes des variables renfermées dans P,

de manière à laisser immobile, à la première place, la variable oc. On

tirera des formules (i i) du § I

/ ^ _p-a(gp^

i .'il =P-^tpp2,

(8) > '

! Tg) — P-g-'l'P'-'.

D'ailleurs, on pourra donner au nombre a une valeur telle, que la

substitution ^, déterminée par la première des équations (8), laisse

immobile la variable x. Effectivement, nommons s la variable qui

succède à ;r en vertu de la substitution ^P. On remplira évidemment

la condition énoncée en prenant pour P"* celle des puissances de P qui

substituera sâœ, puisque alors la substitution inverse P"'' aura pour

effet de substituer x h s, et, par conséquent, de ramener ^ à la place

que cette variable occupait primitivement. Ajoutons qu'une remarque

semblable est applicable encore à chacun des nombres b, . .. , f, g, com-

pris dans les valeurs de ^, . . . , 'Ç, -^ déterminées par la seconde, . . .

,

l'avant-dernière, la dernière des équations (8). On peut donc énoncer

généralement la proposition suivante :

Théorème I. — Soit P une substitution circulaire de l'ordre i, formée

avec i variables
' Xy y, z, ....

Nommons <$ une autre substitution qui renferme seulement quelques-unes

de ces variables, de manière à laisser immobile une ou plusieurs d'entre

elles, par exemple la variable x. Enfin, nommons ^, ^, . . . , \'>, \^ les

substitutions qui, en déplaçant les seules variables y, z, . . . , vérifient des

équations de laforme (8). Le système des substitutions *r, :^, Jl, . . . e/ de

leurs dérivées sera permutable avec le système des puissances de la substi-

tution circulaire P.
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Dans l'hypothèse admise, les substitutions

^, ^, Jl, ..., XO, 'Ç,

jointes à leurs dérivées, composeront un système de substitutions

conjuguées dont chacune laissera immobile la variable x. Soit on

l'ordre de ce système. Parmi les substitutions qu'il renfermera,

aucune ne pourra se réduire à une puissance de P distincte de

l'unité, puisqu'une telle puissance déplacera toujours chacune des

variables ce, y, z, Donc le système dont il s'agit et le système

des i puissances de P n'auront pas de termes communs autres que

l'unité. Donc, en vertu des principes établis dans la séance du 20 oc-

tobre, un troisième système, qui renfermerait toutes les dérivées des

substitutions comprises dans les deux premiers, sera de l'ordre DVii.

D'ailleurs, eu égard aux formules (8), ce troisième système se réduira

au système des deux substitutions

P, ^

et de leurs dérivées des divers ordres. On peut donc énoncer encore

la proposition suivante :

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I,

SI l'on nomme OlL l'ordre du système qui renfermera les substitutions ^%

^, Si, . . ., \'>, xg> et toutes leurs dérivées, SïLÎ sera l'ordre du système de

substitutions conjuguées qui renfermera les dérivées diverses des deux sub-

stitutions Vet^.

Il est important d'observer que, dans la série des substitutions

(9) '^, SI, ..., ^, #,

déduites successivement de la substitution ^ à l'aide des équations (8),

plusieurs termes peuvent être égaux entre eux. On peut même affirmer

que, dans cette série, prolongée à partir d'un terme qui serait égal

à ^, les termes ^, ^, . . . se reproduiront dans le même ordre à la suite

les uns des autres. En effet, supposons que l'un des termes de la
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série (8) se réduise à $, et qu'en conséquence, l'une des équa-

tions (8) soit de la forme

(lO)
'

^nzP-'^P/,

j étant positif, mais inférieur à « — i . On aura, par suite,

(II) œp^^p'çp,

et de cette dernière formule, combinée avec les équations

(12) $P = P«^, ÇE>p2_p6>f^^

on tirera successivement

fP^+i^p/opp — p/+«^,

(13) / ÛE'P>+2— p/Cpp2_p/+Ar,^^

OU, ce qui revient au même,

(l4) ^_p_/-açppy+ l^ A — V-'-''(SVJ+^,

Il y a plus : de la formule (ii), jointe aux équations (12), on tirera

non seulement

(i5) ^P^^-^zPA'tg»^

mais encore

(16) CgipAy+l -_ p/i/+a ^ ^
ç^p/jy+2 __ -phl+bcji

OU, ce qui revient au même,

(17) ^ — p-/t/-agjp/iy-hi^
iR. — P-/'/-''-'Çp/'y+2

De ces remarques on peut déduire plusieurs conséquences impor-
tantes; et d'abord, puisque, en vertu des formules (17), les mêmes
termes ^, <îi, ... se reproduiront toujours périodiquement dans les

formules (8) et dans la série (9), à partir d'un terme qui serait égal

à ^i-, il en résulte que, si Ton attribue à j la plus petite des valeurs

positives pour lesquelles se vérifie la formule (10), cette plus petite
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valeur divisera toutes les autres, et par conséquent le nombre i, qui

représente l'ordre de la substitution P. De plus, il résulte de l'équa-

tion (i5) que, des deux formules

(l8) P^'^^J, P/"z=:l,

la première entraînera toujours la seconde, et réciproquement. Donc,

par suite, j devra être un diviseur, non seulement de «, mais aussi

de /, de sorte qu'on aura

(19) l^^j.

6 étant un nombre entier, et même un nombre premier à i. Donc aussi

l'équation (i5) pourra être présentée sous la forme

(20) <~]^Y*''J—V^hiq^

étant premier à i.

On peut affirmer que, dans le cas où des termes de la série

(2O ^\ % 's^. ..., \^ -^

deviennent égaux entre eux, le terme 'J? reparaît toujours le premier,

entraînant k sa suite les termes ^, <R, . . ., périodiquement reproduits

dans le même ordre. En effet, supposons, pour fixer les idées, que la

suite (21) offre deux termes égaux à ^. Alors l'une des équations (12)

sera de la forme

(22) ft^P^'rrrP''^,

y" étant supérieur à l'unité, mais inférieur à i—\. Or, de l'équa-

tion (22), combinée avec la première des formules (8), on tirera

(23) (ep^'-i=p'-«^i\

y — I étant positif, mais inférieur à «"— i; et, en vertu de la for-

mule (23), des deux termes ^i;\ ^, le premier aura dû reparaître avant

le second dans la série (21).

On peut remarquer encore que de la première des équations (12),
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combinée avec celles qui la suivent, on tire d'autres équations de la

forme

(24) ^P = p6-«cft, ^pî^P'^-^s,

et que ces dernières sont semblables aux équations (12), avec cette

seule différence que les nombres

a, b, c,

y sont remplacés par d'autres nombres

b — a, c — a, ....

Donc, tout ce qui a été dit de la substitution ^ pourra se dire pareille-

ment de la substitution ^, et généralement de tous les termes de la

série (21).

Enfin, de la forme (20) on tirera immédiatement la suivante

(25) . $^P/'^=:P0*/V£^^-.

Or il résulte de cette dernière que, des deux équations

(26) ^^=1, pnj^p%^hj^

la première entraîne toujours la seconde, et réciproquement, quel que

soit d'ailleurs le nombre entier /i. Donc, l'ordre de la substitution ^'

sera la plus petite des valeurs de k propres à vérifier l'équivalence

(27) {e^—i)j = o (mod.O,

que l'on peut aussi mettre sous la forme

(28) e^=i (mocl.iV

Dans un prochain Mémoire, je montrerai les conséquences remar-

quables qui peuvent se déduire des diverses propositions et formules

que je viens d'établir.

ORuvres de C. — S. I, t IX. Sq



466 COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE.

316.

Analyse mathématique. — Note sur les fonctions caractéristiques

des substitutions.

C. R., T. XXI, p. 1254 (8 décembre 1845).

Considérons n variables représentées par diverses lettres

X, y, z, ...,

OU bien encore par une même lettre x successivement affectée des

indices
o, I, 2, 3, ..., n — \,

en sorte que les variables données soient respectivement

^0» "^Ij -^ÎJ • • •> ^n— \'

Une substitution donnée P aura pour effet de remplacer une variable

quelconque x^, correspondante à l'indice t, par une autre variable x,

correspondante à un autre indice s qui pourra être considéré comme

fonction de t. Supposons effectivement

5 = 9(0,

<p(/) sera ce que j'appelle \?l fonction caractéristique de la substitution P.

Lorsque cette substitution sera donnée, on connaîtra les n valeurs de

r^{t) représentées par

c'est-à-dire les n valeurs de t qui répondent aux indices

o, I, . . . , n — I

de la variable t. Par suite, si l'on nomme ô une racine quelconque de

l'équation binôme

(0 ô^r^I,
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on aura, en vertu d'une formule connue,

(2) 9(9) = 29'f(9-'),

la somme qu'indique le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs de 0, et

la fonction f(6) étant elle-même déterminée par la formule

(3) f(9) = -i;ô'9(0,

dans laquelle la somme indiquée par le signe Z s'étend à toutes les

valeurs de /comprises dans la suite

O, I, 2, . . . , « — I .

Dans un prochain article, je montrerai les avantages que présente

l'emploi des fonctions caractéristiques dans la théorie des permuta-

tions.

317.

Analyse mathématique. — Mémoire sur le nombre et la forme des substitu-

tions qui n'altèrent pas la valeur ci'une fonction de plusieurs variables

indépendantes .

C. R., T. XXI, p. 1287 (i5 décembre 1845).

§ I. — Propriétés diverses des substitutions qui, étant semblables à une

substitution donnée, n'altèrent pas la valeur d'une fonction de plusieurs

variables.

Soient

Qi une fonction de n variables indépendantes x, y, z, ...
;

M\q nombre de ses valeurs égales;

m le nombre de ses valeurs distinctes 12, 01 , ù",

On aura

(i) mM—IS,
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la valeur de A^ étant
N=i.2.'à. . .n.

Soient d'ailleurs

(2) I, P, Q, R, ..., U, V, W

le système des substitutions conjuguées qui n'altèrent pas la valeur

de (2, et représentons par

(3) P, P', P", ..

celles de ces substitutions qui sont semblables à une substitution

donnée P. Enfin soient

h le nombre des substitutions P, P', P", . , . ;

k le nombre de celles des fonctions £2, ii', O", . . . qui ne sont pas alté-

rées par la substitution P ;

CT le nombre total des substitutions semblables à P, qui peuvent être

formées avec les n variables x, y, z, ... ;

CD le nombre de formes que peut revêtir la substitution P, exprimée à

l'aide de ses facteurs circulaires, quand on s'astreint à faire occuper

toujours les mêmes places, dans cette substitution, par des facteurs

circulaires de même ordre.

D'après ce qu'on a vu dans les précédents Mémoires, on aura, non

seulement

(4) co5j = yv,

mais encore

(5) hm = kvs.

D'ailleurs, on tirera des équations (i) et (4)

(6) ^ = *.
in (o

Donc, par suite, l'équation (5) donnera

(7) h(ù — kM.
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Or, cette dernière formule renferme évidemment le théorème dont

voici l'énoncé :

Théorème I. — Soient O, unefonction de n variables indépendantes x,

Y, z, . . .
, et M le nombre de ces valeurs égales. Soient encore P l'une des

substitutions qui n'altèrent pas 12, etVy P', P", ... les substitutions, sem-

blables à P, quijouissent de la même propriété. Le nombre M sera un divi-

seur du nombre total desformes quepeuvent revêtir les substitutions P, P'

,

P", . . . exprimées à l'aide de leursfacteurs circulaires, quand on s'astreint

àfaire occuper toujours les mêmes places, dans ces diverses substitutions,

par desfacteurs circulaires de même ordre.

Corollaire. — Supposons, pour fixer les idées, que P représente une

substitution circulaire de l'ordre n. Alors on aura précisément

(8) (ù = n.

Alors aussi Q deviendra une fonction transitive des n variables x, y,

z, . .
. , et l'on aura, par suite,

(9) M—nd\L,

3\i> étant le nombre des valeurs égales de ù considéré comme fonction

des n — i variables y, z, Cela posé, en divisant par n les deux

membres de la formule (7), on trouvera

(10) h — kdV^,

et le théorème I sera réduit à la proposition suivante :

Théorème II. — Soit ù une fonction transitive de n variables oc, y,

z, . . .
, et supposons que cette fonction ne soit pas altérée par une ou

plusieurs substitutions circulaires de l'ordre n. Le nombre h de ces substi-

tutions circulaires aura pour diviseur le nombre des valeurs égales de Q.

considéré commefonction des n — i variables y, z, . . .

.

Corollaire. — Si les seules substitutions circulaires de l'ordre n, qui

jouissent de la propriété de ne pas altérer (2, se réduisent à des puis-

sances d'une même substitution P, h sera précisément le nombre des
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entiers premiers à n. Donc alors le nombre des entiers premiers à n

aura pour diviseur le nombre des valeurs égales de Ci considéré comme

fonction de /î — i variables.

Exemple L — Concevons que (2 représente une fonction transitive

de cinq variables x, j, s, u, v. Le nombre de ses valeurs égales étant

un multiple de 5, on trouvera nécessairement des substitutions du

cinquième ordre parmi celles qui n'altéreront pas la valeur de O. Gela

posé, il résulte du théorème II que, dans le cas où ces substitutions

du cinquième ordre se réduisent aux puissances

P', PS PS P*

d'une même substitution P, le nombre ono de valeurs égales de Ci con-

sidéré comme fonction des quatre variables j, z, w, v doit être un divi-

seur de 4- Donc alors 3TL ne peut être que l'un des nombres i, 2, 4.

Exemple IL — Concevons que ù représente une fonction transitive

de six variables x, y, z, u, v, w, et supposons que, parmi les substi-

tutions qui n'altèrent pas la valeur de cette fonction, on trouve des

substitutions circulaires du sixième ordre, représentées par des puis-

sances d'une même substitution circulaire P. Ces puissances ne pour-

ront être que P et PS et par suite le nombre 2, c'est-à-dire le nombre

des entiers premiers à 6, aura pour diviseur le nombre 3TL des valeurs

égales de i2 considéré comme fonction des cinq variables j, z, u, v, w.

Donc alors otl ne pourra être que i ou 2.

Concevons maintenant que, O étant une fonction quelconque des

n variables a?, j, s, . . . , on nomme

(3) P, P', P", ...

les substitutions qui, étant semblables entre elles et à une certaine

substitution P, déplacent toutes les variables sans altérer la valeur

de O. Soit, d'ailleurs,

('0 I, ^, % K ...

le système des substitutions conjuguées qui n'altèrent pas i2 consi-
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déré comme fonction des n — i variables j, z, Si l'on nomme 8

l'un quelconque des termes de la série (ii), le produit

représentera certainement une substitution qui, étant semblable à P,

n'altérera pas li considéré comme fonction des n variables x, y,

s, Donc ce produit devra se réduire k l'une des substitutions

P, P', P', ...;

en sorte qu'on aura

(12) SPS-» — Q,

Q désignant encore un terme de la série (3), mais un terme tel que la

variable x appartienne à des facteurs circulaires du même ordre dans

les deux substitutions P et Q. Donc on pourra déterminer s à l'aide

d'une équation symbolique de la forme

en suivant la règle établie par le théorème dont voici l'énoncé :

Théorème JII. — Soit £1 unefonction de n variables x, y, z, Soient

encore P l'une des substitutions qui déplacent toutes ces variables, sans

altérer la valeur de ù, et

(i3) P, Q, R, ...

les diverses substitutions qui, étant toutes semblables à V et douées de la

même propriété, présentent toutes la variable x dans des facteurs circu-

laires de même ordre. Soit enfin

ï, ^', % K ...

le système des substitutions conjuguées qui, en laissant la variable x
immobde, n'altèrent pas la valeur de ù, considéré comme fonction des

n — I variables y, z, .... L'une quelconque S des substitutions

ie, ^, <a, ...
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Dourra se déduire de la substitution P comparée à un certain terme de la

suite (i3), et sera donnée en conséquence par une équation de la forme

vourvu que, après avoir exprimé les deux substitutions P, Q « l'aide de

leursfacteurs circulaires, et assigné les mêmes places, dans les deux sub-

stitutions, non seulement aux facteurs circulaires de même ordre, mais

encore à la variable x, on réduise V et Ç^ à de simples arrangementspar

la suppression desparenthèses et des virgules interposées entre les diverses

variables. Ajoutons que Von pourra prendre pour Q, ou un terme de la

série (i3), distinct de P, ou même une seconde forme de la substitution P,

distincte de la première.

Corollaire 1. — Les formules (12) et (i4) établissent des relations

remarquables entre les substitutions

^, ^, .a, ...,

qui, sans altérer une fonction O de w variables x, y, z, . . ., déplacent

seulement quelques-unes de ces variables, en laissant x immobile, et

Jes substitutions
P, Q, R, ..,

qui, étant semblables entre elles, et renfermant toutes la variable x

dans des facteurs circulaires de même ordre, déplacent, sans altérer

P, toutes les variables. Ces deux espèces de substitutions se trouvent

tellement liées les unes aux autres que, étant données les substitu-

tions ^, ^, ^, . . . , avec l'une des substitutions

P, Q, R, ...,

on peut déterminer le système de ces dernières, ou du moins plu-

sieurs d'entre elles, à l'aide de la formule (12). Lorsqu'au contraire

on donne les substitutions

P, Q, K, •.,

les valeurs de s, déterminées par la formule (i4)» sont les divers
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termes d'une suite dans laquelle se trouvent nécessairement com-

prises les substitutions ^, !^, Ji,

Corollaire IL — Lorsque P représente une substitution circulaire de

l'ordre n, exprimée à l'aide des variables écrites l'une après l'autre et

séparées par des virgules, il est impossible de donner à P une seconde

forme semblable à la première et distincte de la première, sans dé-

placera. Donc alors on ne peut supposer Q = P dans l'équation (12)

ou (i4), sans réduire S à l'unité. Il y a plus : lorsque P représentera

une substitution circulaire de l'ordre n, les formes des substitutions

P, Q, R, ...

seront complètement déterminées si, dans chacune d'elles, on assigne

à la variable x une place déterminée, la première place par exemple.

Donc alors la formule (i4) fournira pour chaque valeur de Q une seule

valeur de s ; mais, Q venant à varier, s variera nécessairement. En con-

séquence, 'on peut énoncer la proposition suivante :

Théorème IV. — Soit ù unefonction de n variables indépendantes x,

y, z, Supposons d'ailleurs que certaines substitutions circulaires de

l'ordre n n'altèrent pas la valeur de ù, et soient

P, Q, R, ...

les substitutions circulaires de l'ordre n qui jouissent de cette propriété.

Si, après avoir représenté chacune d'elles à l'aide des diverses variables

séparées par des virgules, en assignant toujours la première place à la

variable x, on réduit P, Q, R, . . . à de simples arrangements, les divers

termes de la suite

('^) >py-M ^py' -^p

seront tous distincts les uns des autres, et cette même suite renfermera

toutes les substitutions

1, a\ ^, ^, ...

qui, sans altérer i2, déplaceront seulement les n — i variables y, z, ....

ou quelques-unes d'entre elles, en laissant immobile la variable x.

OFMvres de C. — S. I, t. IX. 6o
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Supposons à présent que, P, ^S étant toujours deux substitutions qui

n'altèrent pas la valeur de 12, la lettre P représente, ou une substitu-

tion circulaire de l'ordre n, ou même l'une quelconque des substi-

tutions qui déplacent la variable x. Supposons, au contraire, que a\

étant une substitution circulaire de l'ordre /^ — i, déplace seulement

les n — I variables j, s, ... ; et, en désignant par / un nombre entier

quelconque, posons

(i6) P/=za^/p^-'.

En vertu de la formule (i6), P^ reprendra toujours la même valeur

quand on fera croître ou décroître / d'un multiple de n — i, en sorte

qu'on aura, par exemple,

1 :=: P«— ) = P2(/i—
j^)
= . .^=: r,

P/ =P, =:P^_, =...= <SP^\

t ,1—2 — r 2/i_3 — r 3/j_i — ... — ^ r ^

De plus, les divers termes de la suite

(17) Po=P, Pi, P2, .••,P.-2

seront certainement distincts les uns des autres. En effet, nommons 5-

la variable dont x prend la place quand on effectue la substitution P.

Cette variable s se trouvera remplacée, dans les divers termes de la

série (17), par les diverses variables qui succèdent à s quand on

effectue les substitutions

(18) I, ^, ^^ ••, ^"-^

Mais, û^ étant, par hypothèse, une substitution circulaire de l'or-

dre /i — I, les variables qui succéderont à ^ en vertu des substitu-

tions (18) se confondront respectivement avec les w — i variables que

renferme la substitution $, c'est-à-dire avec les variables y, z, ...

écrites à la suite l'une de l'autre, dans l'ordre qu'indique la substi-

tution ^, quand on assigne la première place à la variable s. Donc les
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deux variables dont x viendra prendre la place dans deux des substi-

tutions

Po> ï i> P?» po-

seront toujours deux variables distinctes; et il est clair qu'on pourrait

en dire autant de deux variables qui succéderaient à x dans deux de

ces mêmes substitutions. Donc la série (17) n'offrira pas de termes

égaux. Gela posé, désignons, comme ci-dessus, par

(") I, œ, % Si,

h
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la substitution P^' devra ramener ^ à la place de s, ce qui suppose /'= /,

P/ = P/.

et, par suite,

Mais, lorsque cette dernière condition sera remplie, l'équation (20)

donnera
^ = S,

et par conséquent elle ne pourra être admise si l'on suppose 5 dis-

tinct de §. Ce n'est pas tout : on prouvera encore de la même manière

que les divers termes du Tableau

I, <S, ^, Si,

P, P^, P^, PcJl,

(^•) ^Pl, Pi 5^, Pt^, Pl^,

. .

,

• . . .

,

. . . .

,

. . . ,

,

seront tous distincts les uns des autres. Enfin, l'on peut affirmer que

l'un quelconque des termes du Tableau (19) se confondra toujours

avec l'un des termes du Tableau (21), c'est-à-dire que, / étant un

nombre entier quelconque, et s l'une quelconque des substitu-

tions (11), on pourra choisir un autre nombre entier /' et une autre

substitution s prise dans la série (11), de manière à vérifier l'équa-

tion linéaire

(22) P/,S = SP/.

Effectivement, nommons s la variable qui succède à ce, en vertu de

la substitution §P^. La substitution s, déterminée par la formule (22),

savoir

(23) S = P/;»SP/,

ramènera certainement a; à la place que cette variable occupait pri-

mitivement dans la fonction 12, si l'on prend pour P^' celle des sub-

stitutions (17) qui fait succéder s k 00, puisque alors la substitution

inverse P^T' aura pour effet de faire succéder x â s. Donc alors la



EXTRAIT N° 317. kTl

valeur de 5, déterminée par la formule (23), sera, non seulement

une dérivée des substitutions (i i) et (17), par conséquent l'une des

substitutions qui n'altèrent pas ù, mais encore l'une de celles qui

laissent immobile la variable ce. Elle se réduira donc à l'un des termes

de la série (17). On peut donc énoncer encore la proposition sui-

vante :

Théorème V. — Soient ù une/onction de n variables indépendantes x,

y, z, ...,et

P, ^

deux substitutions qui n'altèrent pas sa valeur. Supposons, d'ailleurs,

que la substitution P, étant régulière ou irrégulière, déplace la variable x,

et que la substitution ($, étant circulaire, déplace les n — i variables y,

z, ... en laissant immobile la variable x. Enfin, posons généralement

^;=^'P^/,

/ étant un nombre entier quelconque, et nommons

I, <S, % Si, ...

le système des substitutions conjuguées qui, sans altérer Ci, déplacent les

n — i variables y, z, . . ., ou quelques-unes d'entre elles. Non seulement

les n — I termes de la suite

"0^^^ ^ , Pi, P2, • • . , P/2-2>

qui représenteront des substitutions semblables entre elles, seront tous dis-

tincts les uns des autres, mais on pourra en dire autant des divers termes

du Tableau (19) et des divers termes du Tableau (21); et, par consé-

quent, si l'on nomme S un terme quelconque de la série (fi), toute substi-

tution de laforme
SP/

sera en même temps un terme de laforme

P,§.
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Corollaire I. — Soit DU, le nombre des termes de la série (ii). Le

nombre des ternies compris dans chacun des Tableaux (19), (21) sera

évidemment représenté par le produit

Corollaire IL — Dans le cas où, comme nous le supposons ici, Q. n'est

altéré, ni par une substitution P qui déplace la variable x, ni par une

substitution circulaire du degré « — i , en vertu de laquelle x demeure

immobile, £i est nécessairement une fonction transitive de n et même

àe n — 1 variables. Donc alors le nombre M des valeurs égales de Q,

ou, ce qui revient au même, le nombre M des substitutions

(3) I, P, Q, R, U, V, VV

qui n'altèrent pas 12 est déterminé par la formule

et ces substitutions se réduisent aux divers termes de chacun des Ta-

bleaux (19), (21). Donc alors aussi les substitutions (2) se réduisent

aux dérivées de la substitution P, jointe aux substitutions conjuguées

(II) i, (^, % SI, ...

qui n'altèrent pas Q, considéré comme fonction des n — i variables

r, 5, —
Corollaire III. — Lorsque, ù étant une fonction transitive de n et

même de « — i variables, /z — i est un nombre premier, alors, parmi

les substitutions qui, sans altérer (2, déplacent n — i variables,

se trouvent nécessairement des substitutions circulaires de l'ordre

n— \. Donc alors les substitutions qui n'altèrent pas O se réduisent

aux dérivées des substitutions diverses qui laissent la variable x im-

mobile, et d'une seule substitution prise parmi celles qui déplacent

la variable x.
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§ II. — Sur le nombre des substitutions qui n'altèrent pas une fonction

de plusieurs variables indépendantes.

Soient

12 une fonction transitive de n variables x, y, z, . . .;

m le nombre de ses valeurs distinctes (2, (2', 12", ...
;

Af le nombre de ses valeurs égales.

Soient encore

P l'une des substitutions qui n'altèrent pas la valeur de 12;

C7 le nombre des substitutions semblables à P qui peuvent être formées

avec les variables x, y, z, ... ;

h le nombre des substitutions semblables à P qui n'altèrent pas la

valeur de 12;

k le nombre de celles des fonctions 12, 12', 12", ... qui ne sont pas alté-

rées par la substitution P.

Comme nous l'avons vu dans le précédent Mémoire, on aura, non

seulement

(i) mMz=N,

la valeur de A^ étant

iV= 1.2.3. . .«,

mais encore

(2) M=lh,

la somme qu'indique le signe 2 s'étendant aux divers systèmes de

substitutions semblables entre elles, et

(3) hm^nkxxs.

Soit maintenant r le nombre des variables qui restent immobiles

quand on effectue la substitution P; soient encore

a, b, c,

les nombres égaux ou inégaux qui représentent les ordres des divers
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facteurs circulaires de cette substitution réduite à sa plus simple

expression. Enfin, pour mieux indiquer la forme de cette substitution

à laquelle se rapportent les quantités exprimées par les lettres

G7, h, k, . . .,

plaçons au bas de ces lettres, comme indices, les nombres a, b, c, . ..,

en écrivant

"^Ufh.c,...} '^a,b,c,...j f^ay/ttC,...

au lieu de cr, h, k. Si l'on nomme Zr„_r le nombre total des substitu-

tions qui, sans altérer û, déplacent n — r variables, en laissant les

r autres variables immobiles, on aura

(4) Hn-r'=^ha,l>,c,...,

la somme qu'indique le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs de

a, b, c, ..., égales ou inégales, mais supérieures à l'unité, qui vérifient

l'équation

( 5 ) rt H- ^ 4- c + . . .= « — /'.

Cela posé, la formule (2) donnera simplement

(6) M=lJf„^,.,

la somme qu'indique le signe S s'étendant à toutes les valeurs de r

comprises dans la suite

^ o, I, 2, . . ., n — I, A^,

et les valeurs de Ho, H^ étant respectivement

Quant à la formule (3), elle deviendra

Lorsque il est une fonction transitive de /z, de « — i, de /z — 2, . . .,

et même de /î — /-h i variables, on peut aux formules (4), (6) et (7)

joindre les formules analogues qu'on obtient en considérant Çl comme
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fonction de n — i, de n — 2, ou de n — l variables seulement. Dans

ces nouvelles formules, analogues aux premières, les quantités

m et ka,h,c,...

conservent toujours les valeurs qu'elles avaient dans les équations (4),

(6) et (7). Mais il n'en est plus de même des quantités

dont les v-aleurs sont modifiées. Si, pour fixer les idées, on veut passer

des formules (4), (6) et (7) aux formules analogues, qu'on obtiendra

en considérant ù comme fonction de « — / variables, on devra, dans

les formules (4), (6) et (7), diviser i¥ par le produit

n{n — I )...(« — /+i),

et

^l«— /•> ^a,l>,c,...y ^a,b,c,...

par le nombre entier 0„_,., que détermine la formule

^ n( H — I )...(« — /+ I )

(8)
/•(/•-!).. .(/•-/-+-I)

Ajoutons que les quotients ainsi obtenus devront encore être des

nombres entiers.

Dans un prochain article, je donnerai de nombreuses applications

des principes établis dans le présent Mémoire et dans ceux qui l'ont

précédé. Je ferai voir, en particulier, comment, à l'aide de ces prin-

cipes, on parvient à constater, non seulement l'existence de la fonc-

tion transitive 12 de six variables

^, /, Z, U, V, «',

qui offre cent vingt valeurs égales, par conséquent six valeurs dis-

tinctes, et que l'on peut caractériser en disant qu'elle n'est pas altérée

par les dérivées des trois substitutions circulaires

P = {œ,f,z,u,v,w), Q~z{z,y, u,t\',v), H = (y, z,a\i-),

OU, ce qui revient au même, par les dérivées des deux substitutions P

ORui-rcs de C. — S. 1, t. IX. 6l
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et Q, ou P et R, mais encore l'existence d'une autre fonction transitive

des mêmes variables, qui offre soixante valeurs égales, par conséquent

douze valeurs distinctes, et que l'on peut caractériser en disant qu'elle

n'est pas altérée par les dérivées des trois substitutions régulières

P2= (a-, z, V) (y, u, w), Q = {z,y, u, w, v), R' == (j, <v) {z, v)

ou, ce qui revient au même, par les dérivées des deux substitutions

P^ et Q.

318.

Analyse mathématique. — Applications diverses des principes établis

dans les précédents Mémoires.

C. R., T. XXI, p. i356 (22 décembre i845).

§ I. — Considérations générales.

Je vais, dans ce paragraphe, rappeler d'abord en peu de mots quel-

ques-unes des formules établies dans les précédents Mémoires, et par-

ticulièrement celles qui servent à déterminer le nombre des valeurs

que peut acquérir une fonction transitive ou intransitive de plusieurs

variables.

Soient

ù une fonction de n variables x, y, ::, ... ;

M le nombre de ses valeurs égales, et

m le nombre de ses valeurs distinctes, lié au nombre M par la formule

(i) mM--N,

dans laquelle
7V=i.2.3...«

représente le nombre des arrangements divers que l'on peut former

avec n lettres.

Si la fonction ù est intransitive, on pourra partager les variables
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X, y, z, ... en divers groupes, en s'astreignant à la seule condition de

réunir toujours dans un même groupe deux variables dont l'une pren-

dra la place de l'autre, en vertu d'une substitution qui n'altérera pas

la valeur de Cî. Il pourra d'ailleurs arriver que certains déplacements

de variables comprises dans certains groupes entraînent des déplace-

ments correspondants de variables comprises dans d'autres groupes,

en sorte qu'on soit obligé, pour ne pas altérer ù, d'effectuer simulta-

nément ces deux espèces de déplacements. Gela posé, soient

a le nombre des variables comprises dans le premier groupe;

h le nombre des variables comprises dans le second groupe;

c le nombre des variables comprises dans le troisième groupe;

Etc., et

r le nombre des variables dont chacune forme un groupe à elle seule,

c'est-à-dire le nombre des variables qui ne peuvent être déplacées

sans que la valeur de ù soit altérée;

Soient de plus

A le nombre des valeurs égales que peut acquérir ù en vertu de sub-

stitutions correspondantes à des arrangements divers des variables

comprises dans le premier groupe;

B le nombre des valeurs égales que peut acquérir Ù en vertu de sub-

stitutions qui, sans déplacer les variables du premier groupe, cor-

respondent à des arrangements divers des variables comprises dans

le second groupe;

C le nombre des valeurs égales que peut acquérir û en vertu de sub-

stitutions qui, sans déplacer les variables des deux premiers groupes,

correspondent à des arrangements divers des variables comprises

dans le troisième groupe;

Etc.

On aura, non seulement

(2) rt -I- 6 + c-t-. . .-^ /• = «,
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mais encore (séance du 22 septembre)

(3) • M=ABC...,

et par suite, si l'on pose

(« 3^
'''

( 1 . 2 . . . a) ( 1 . 2 . . . 6 ) . . . ( 1 . 2 . . . /
)

1. 2 . . . ft

( 5 )
X == ' "'

'

) 1)1 =r .

la formule (3), jointe à l'équation (i), donnera

(6) m=DLJl,D!)3

Il est bon de rappeler ici que le nombre désigné par OL dans l'équa-

tion (6) est précisément le coefficient du produit

dans le développement de l'expression

(1 + 5 + ^H-. . O".

Lorsque chacun des groupes auxquels se rapporte la formule (6)

renferme le plus petit nombre possible de variables, alors deux varia-

bles comprises dans un même groupe sont toujours deux variables

dont l'une peut passer à la place de l'autre, sans que la valeur de ù

soit altérée. Mais il n'est point nécessaire que cette dernière condition

soit remplie; et, si, après avoir distribué les variables en groupes, de

manière à la vérifier, on réunit plusieurs groupes en un seul, la for-

mule (6) continuera de subsister. C'est ce qui arrivera en particulier

si l'on réduit le système des variables comprises dans les second,

troisième, quatrième, ... groupes h un groupe unique composé de

/>-(-c+... variables. Si, dans cette même hypothèse, le premier

groupe ne renferme qu'une seule variable x, on aura

3L^= n, Jla m I
,

et la formule (6) donnera

(7) m = /iilî),
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ijb étant le nombre des valeurs distinctes de ù considéré comme fonc-

tion des n — i variables j, :;, En conséquence, on pourra énoncer

la proposition suivante :

Théorème I. — Si une fonction de n variables x, y, z, ... est toujours

altérée quand on déplace une certaine variable x, le nombre des valeurs

distinctes de 12 considéré comme fonction de x, y, z, . . . sera le produit

de n par le nombre des valeurs distinctes de ii considéré comme fonction

des n — i variables y, z, ....

Si les groupes formés avec les diverses variables sont indépendants

les uns des autres, en sorte que des déplacements, simultanément

effectués dans les divers groupes, en vertu d'une substitution qui

n'altère pas la valeur de ù, puissent aussi s'effectuer séparément,

sans altération de cette valeur, alors chacune des quantités désignées

par X, ift,, e, ... dans la formule (6) représentera précisément le

nombre des valeurs distinctes de Q. considéré comme fonction des

seules variables comprises dans le premier groupe, ou dans le second,

ou dans le troisième, Il suit d'ailleurs des principes établis dans

la séance du 6 octobre (pages 336 et suivantes), que l'on pourra effec-

tivement trouver une fonction Q qui offre un nombre de valeurs déter-

miné par la formule (6), si l'on peut former

avec a lettres, une fonction qui offre ,^1, valeurs distinctes;

avec b lettres, une fonction qui offre ilî) valeurs distinctes;

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :

Théorème II. — Supposons que l'on partage arbitrairement les n va-

riables X, y, z, . . . en plusieurs groupes dont chacun renferme une ou

plusieurs variables. Soient respectivement

a, b, c, ...

les nombres de variables comprises dans le premier, le second, le troi-

sième, . . . groupe, et nommons X le coefficient du produit
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dans le développement de l'expression

{i + s-\- 1-+-. . .)".

Si l'on peut former

avec a lettres une fonction qui offre X valeurs distinctes;

avec b lettres une fonction qui offre iPo valeurs distinctes;

avec c lettres une fonction qui offre S valeurs distinctes;

on pourra former avec les n variables données une fonction intransitive

qui offrira m valeurs distinctes, la valeur de m étant déterminée par la

formule

Corollaire I. — Il résulte des principes établis dans la séance du

22 septembre que le nombre des valeurs distinctes d'une fonction

intransitive de n variables x, y, z, .., est toujours une des valeurs

de m que fournit le théorème précédent, non seulement dans le cas

où les groupes formés avec ces variables sont tous indépendants les

uns des autres, mais aussi dans le cas contraire.

Corollaire IL — Si l'on suppose que les groupes se réduisent h deux,

et que le premier groupe, étant indépendant du second, renferme

seulement une, ou deux, ou trois, ... variables, alors, à la place du

théorème I, on obtiendra la proposition suivante :

Théorème lll. — Avec n variables x, y, z, . . ., on peut toujoursformer

unefonction intransitive qui offre m valeurs distinctes, m étant le produit

de n par l'un quelconque des entiers propres à représenter le nombre des

valeurs distinctes d'une fonction de n — \ variables, ou le produit du

nombre triangulaire — par l'un des facteurs \, i et par l'un quel-

conque des entiers propres à représenter le nombre des valeurs distinctes

d'une fonction de n — i variables, ou le produit du nombre pyramidal
n(n — i) in — i) ,, i r -^ n i> »

.^
par t un des jacteurs i , 2 , o , Ky et par l un quelconque

des entiers propres à représenter le nombre des valeurs distinctes d'une

fonction de n — 3 variables, etc.
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Supposons maintenant que la fonction Q cesse d'être intransitive

et devienne transitive. Alors, en joignant à des résultats déjà con-

nus ceux que nous avons trouvés dans les précédents Mémoires, on

obtiendra les propositions suivantes :

Théorème IV. — Si ù est une fonction transitive de n variables x , y

,

Zy .. ., le nombre m des valeurs distinctes de considéré comme fonction

de ces n variables sera encore le nombre m des valeurs distinctes de Q
considéré commefonction des n — i variables y, z, ....

Théorème V. — Ai^ec un nombre quelconque n de variables, on peut

toujours former, non seulement des fonctions symétriques dont chacune

offrira une seule valeur distincte, mais encore desfonctions dont chacune

offre seulement deux valeurs distinctes.

Corollaire I. — Parmi les fonctions qui offrent deux valeurs dis-

tinctes, on doit distinguer la fonction alternée, dont les deux valeurs

sont égales au signe près, mais affectées de signes contraires. Telle

est, en particulier, la fonction de /z variables ^,7, 5, ..., qui se trouve

représentée par le produit

(8) ^---^{^-y){^~-^)...{y~z)...,

dont les facteurs sont des différences entre ces variables rangées dans

un ordre quelconque, et combinées deux à deux de toutes les ma-

nières po&sibles.

Corollaire IL — Si, ù étant une fonction de x, y, z, ... qui offre

seulement deux valeurs distinctes

on pose
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des formules (9) on déduit immédiatement l'équation

(10) i2:=ru+vn,

qui, comme Abel en a fait la remarque, détermine la forme générale

des fonctions dont les valeurs distinctes sont au nombre de deux seu-

lement. Il est d'ailleurs évident que toute valeur de Q, déterminée

par l'équation (10), sera une fonction qui offrira seulement deux

valeurs distinctes.

Corollaire IIL — Eu égard au théorème V, le théorème III comprend,

comme cas particulier, une proposition énoncée par M. Bertrand,

savoir, qu'avec n variables on peut toujours composer une fonction

qui offre 2.n valeurs distinctes.

Théorème VI. — Soient

n un nombre entier quelconque ;

I Vindicateur maximum correspondant au module n ;

V un diviseur quelconque de n
;

i un diviseur quelconque de I.

On pourra toujours, avec n lettres x, y, z, . .
. , former une fonction

transitive il qui offre m valeurs distinctes, la valeur de m étant déter-

minée par la formule

1 . 2 .

3

...(«— I
)(n) „ mziz

j
,

OU même, plus généralement, par laformule

^ ^
1 . 2 . 3 . . . ( rt — I

)

(12) m— ~ VI

{voir la séance du 6 octobre, page 34 1).

On peut encore, des principes établis dans les séances du 22 sep-

tembre et du 6 octobre, déduire immédiatement la proposition sui-

vante :

Théorème VII. —• Soit

n :=z la

un nombre entier, non premier, et par conséquent décomposable en deux
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facteurs /, a, dont aucun ne se réduit à l'unité. Si l'on peut former avec

a lettres une fonction qui offre X valeurs distinctes, et avec l lettres une

fonction qui offre 4^ valeurs distinctes, on pourra former, avec n lettres,

unefonction transitive complexe qui offrira mvaleurs distinctes, la valeur

de m étant déterminée par la formule

(i3) m — 5iZ!(X^,

dans laquelle on suppose

(i4) 9Z
(i. 2. . ./) (1.2. . .a)'

§ II. — Recherche du nombre des valeurs que peut acquérir une fonction

transitive ou intransitive qui ne renferme pas plus de six variables.

Fonctions de deux variables.

Si iifist une fonction de deux variables oc, y, le nombre m de ses

valeurs distinctes devra être un diviseur du produit

7V=I.2=:2.

Ce nombre ne pourra donc être que i ou 2. On aura elî'ectivement

m = 2 si la fonction est intransitive,

m = I si elle est symétrique, et par conséquent transitive.

Fonctions de trois variables.

Si ù est une fonction de trois variables x,y, z, le nombre m de ses

valeurs distinctes devra être un diviseur du produit

yV=I.2.3=:6.

Ce nombre ne pourra donc être que l'un des termes de la suite

I, 2, 3, 6.

D'ailleurs, il pourra être l'un quelconque d'entre eux. En effet, si la

fonction Î2 est supposée intransitive, alors, en vertu du théorème III

Œuvres de C. — S. i, X. W. ^2
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du § I, m pourra être le produit du facteur 3 par l'un quelconque des

nombres i, 2; en sorte qu'on pourra supposer

m = 3 ou /?î =z 6.

Si, au contraire, la fonction ù est supposée transitive, elle pourra

offrir, comme toute fonction d'un nombre quelconque de variables

(voirie théorème V du § I), une ou deux valeurs distinctes. C'est ce

que prouve aussi le théorème VI du § I ; car, lorsqu'on suppose n = 3,

l'indicateur maximum /se réduit au nombre2, et alors les formules (i i)

et (12) du § I donnent

1 .2m = m I m=z 1,2 =z 2.
2

Fonctions de quatre variables.

Si ù est une fonction de quatre variables

le nombre m de ses valeurs distinctes sera un diviseur du produit

7V=i.2.3.4 = 24.

Ce nombre ne pourra donc être que l'un des termes de la suite

I, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24.

D'ailleurs, il pourra être l'un quelconque de ces termes, ainsi que

nous allons l'expliquer.

D'abord, si la fonction £i est supposée intransitive, alors, en vertu

du théorème III du § I, le nombre m pourra être le produit du fac-

teur 4 par l'un des nombres

I, 2, 3, 6,

A 3
ou le produit du facteur 6 = -^ par l'un des nombres

ou par le carré de l'un d'entre eux. On pourra donc alors réduire m à
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Tun quelconque des termes de l'une des deux suites

4, 8, 12, 24,

6, 12, 24,

c'est-à-dire que l'on pourra prendre pour m l'un quelconque des

nombres
4, 6, 8, 12, 24.

En second lieu, si la fonction (î est supposée transitive, on pourra,

en vertu du théorème V du § I, supposer

/n = I ou m =: 2.

Il y a plus : comme l'indicateur maximum / correspondant au module 4
est le nombre 1, on pourra, en vertu du théorème VI du § I, réduire

la valeur de m à celle que détermine l'une des formules

I .2.3 „m = ^= ^> m =: 1 . 2 . 3 = 6.
2

On pourra donc former une fonction transitive de trois variables qui

offre seulement trois ou six valeurs distinctes.

Il est bon d'observer que, parmi les fonctions de quatre variables,

celle qui, n'étant pas altérée par une substitution régulière du second

ordre, c'est-à-dire par une substitution de la forme

offre douze valeurs distinctes, est la seule qui présente les quatre va-

riables partagées en deux groupes dépendants l'un de l'autre, non per-

mutables entre eux, et composés chacun de variables que l'on puisse

échanger entre elles sans altérer la valeur de la fonction.

Fonctions de cinq variables.

Si û est une fonction des cinq variables

•37, 7, -, U, (',

le nombre m de ses valeurs distinctes devra être un diviseur du produit

I .2.3.4 -5 =: 120.
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Ce nombre ne pourra donc être que l'un des termes de l'une des suites

I, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24,

5, 10, i5, 20, 3o, 4oj 6o> '20,

dont on obtient la seconde en multipliant les termes de la première

par le facteur 5. Il reste à examiner quels sont les termes de ces deux

suites qui pourront effectivement représenter le nombre des valeurs

distinctes d'une fonction de cinq variables.

D'abord, si la fonction ù est supposée intransitive, alors, en vertu

du théorème III du § I, on pourra prendre pour m un terme quelconque

de la seconde suite.

En second lieu, si Q est une fonction transitive des cinq variables

X, y, z-. II, V, elle ne pourra être en même temps'intransitive par rap-

port à quatre variables j, z, u, v que dans le cas où ces quatre variables

resteront immobiles ou pourront être partagées en deux groupes dé-

pendants l'un de l'autre, mais non permutables entre eux (séance du

29 septembre, pages 817 et suivantes), et composés chacun de varia-

bles que l'on puisse échanger entre elles sans altérer la valeur de Ci,

par conséquent, dans le cas où le nombre des valeurs distinctes de £i

considéré comme fonction de y, z, w, v serait déterminé par l'une des

formules

o / / I .2.3.4m =z 1 .2 .3,4 = 24, m =r 1=12.
2

En troisième lieu, si (2 est une fonction transitive de cinq variables

X, y, z, u, V, et même de quatre variables y, z, u, v, alors m devra se

réduire au nombre des valeurs distinctes de ù considéré comme fonc-

tion de trois variables s, u, v. Donc alors m ne pourra être que l'un des

nombres
r, 2, 3, 6.

Mais on ne pourra supposer le nombre jn inférieur à 5, s'il est supé-

rieur à 2 (séance du 17 novembre). Donc, si la fonction H est transi-

tive par rapport à cinq et à quatre variables, m ne pourra être que l'un

des nombres
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Ainsi donc, si ù est une fonction transitive des cinq variables

a;, y, z, u, (>,^

le nombre m des valeurs distinctes de O devra se réduire à l'un des

nombres
I, 2, 6, 12, 24.

D'ailleurs, dans cette hypothèse, on pourra prendre effectivement, en

vertu du théorème V du § I,

m=zi ou m =: 2,

et, en vertu du théorème VI,

1.2.34m =z Z3 6
4

OU
1.2.3.4m = =12,

2

ou même
m = 1 .2.3.4 = 24.

Donc, en résumé, si (2 est une fonction transitive ou intransitive de

cinq variables

X, 7, -, u, Ç,

le nombre m de ses valeurs distinctes pourra être l'un quelconque des

termes de la suite

t, 2, 5, 6, 10, 12, i5, 20, 24, 3o, 4o, 60, 120.

Fonctions de six variables.

Si ù est une fonction de six variables

a:, y, z, u, r, w,

le nombre m de ses valeurs distinctes devra être un diviseur du produit

7V=iI.2.3.4.5.6=r: 720.

Mais, si l'on veut savoir quels diviseurs de ce produit pourront être
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pris pour m, on devra considérer les divers cas qui peuvent se pré-

senter.

D'abord, si la fonction ù est intransitive, alors, en vertu du théo-

rème III du § I, on pourra prendre pour m, non seulement le produit

du facteur 6 par l'un quelconque des entiers

I, 2, 5, 6, lo, 12, i5, 20, 24, 3o, 4o, 60, 120,

qui sont propres à représenter le nombre des valeurs distinctes d'une

fonction de cinq variables, mais encore le produit du nombre triangu-

laire

6.5
=: l5

2

par l'un des facteurs i, 2 et par l'un quelconque des entiers

I, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24,

qui sont propres à représenter le nombre des valeurs distinctes d'une

fonction de quatre variables, et enfin le produit du nombre pyramidal

6.5.4
5 = 20

1.2.0

par deux des facteurs i, 2, 3, 6, ou par le carré de l'un d'entre eux.

Donc alors on pourra prendre pour m l'un quelconque des termes de

la suite

6, 12, i5, 20, 3o, 36, 4o, 45» 60, 72, 80, 90, 120, i44.

i5o, 180, 240, 36o, 720.

En second lieu, si Ù est une fonction transitive complexe, dans la-

quelle les six variables ^r, j, z, u, v, w se partagent en deux groupes

de trois lettres ou en trois groupes de deux lettres, qui puissent être

échangés entre eux, mais qui soient indépendants les uns des autres,

le nombre m des valeurs distinctes de (2 pourra être déterminé à l'aide

de l'équation (i3) du § I, par conséquent à l'aide des formules

1.2.3.4.5.6 „. „, , cmr=z- — r—T oJla'z= lOoJU-, q)1» =: I, 2 ou 0,
(l.2)(l.2.3)2
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ou à l'aide des formules

I .2.3.4.5.6 „'^^
(77^73)77:^3 -C= i5.C, C = i,2ou3.

Donc alors on pourra prendre pour m l'un quelconque des nombres

entiers

10, i5, 3o, !\o, 45, 90.

Si, ÇX étant une fonction transitive complexe, les groupes dans les-

quels les variables se partagent cessaient d'être indépendants les uns

des autres, le nombre m des valeurs distinctes de £2, déterminé à l'aide

de la formule (7) de la page 3i2 (séance du 29 septembre), pourrait

être l'un quelconque des nombres

60, 120, 180.

Enfin, si û est une fonction transitive, non complexe, des six va-

riables œ, y, z, u, V, iv, ou elle sera intransitive par rapport à cinq

variables, qui ne pourront être déplacées qu'avec la sixième, et alors,

en vertu du théorème VI du § I, cette fonction offrira 120 valeurs dis-

tinctes, ou bien elle devra encore être transitive par rapport à cinq

variables (séance du 29 septembre), attendu que cinq variables ne

peuvent être partagées en groupes qui soient tous indépendants les

uns des autres et permutables entre eux, chaque groupe étant com-

posé de variables que l'on puisse échanger entre elles. Dans le dernier

cas, m devra se réduire au nombre des valeurs distinctes d'une fonc-

tion transitive de cinq variables, c'est-à-dire à l'un des termes de la

suite

I, 2, 6, 12, 24.

D'ailleurs, il résulte du théorème V du § I qu'on pourra prendre effec-

tivement
m = i ou m ^=2.

Il reste à montrer que l'on pourra prendre aussi

m = 6 ou m = 12,
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et qu'au contraire on ne peut supposer m = 24. On y parvient aisément

à l'aide des théorèmes établis dans les précédentes séances, comme on

le verra dans un prochain article.

319.

Analyse mathématique. — Mémoire sur lesfonctions de cinq ou six variables,

et spécialement sur celles qui sont doublement transitives.

C. R., T. XXI, p. i4oi (29 décembre i845).

Dans le précédent Mémoire, j'ai recherché le nombre m des valeurs

distinctes que peut acquérir une fonction qui ne renferme pas plus

de six variables. Aux diverses valeurs de m que j'ai trouvées, corres-

pondent généralement des fonctions que l'on formera sans peine, si

l'on adopte le mode de formation indiqué dans la séance du 6 octobre,

attendu qu'il sera généralement facile de déterminer le nombre et la

nature des substitutions diverses qui n'altèrent pas les valeurs de ces

fonctions. Toutefois, on doit excepter le cas où il s'agit d'une fonc-

tion doublement transitive de six variables, c'est-à-dire d'une fonc-

tion (2, qui est tout à la fois transitive par rapport à six variables, et

transitive par rapport à cinq. Dans ce cas particulier, le nombre m

des valeurs distinctes de O se réduit nécessairement au nombre des

valeurs distinctes d'une fonction transitive de cinq variables, c'est-

à-dire à l'un des termes de la suite

I, 2, 6, 12, 24;

et, comme nous l'avons dit, on peut effectivement supposer

m = I ou mz=.i.

Mais peut-on prendre pareillement pour m l'un des trois nombres

6, 12, 24?

C'est ce qui nous reste à examiner. On facilite cet examen en appli-
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quant successivement les principes que nous avons établis dans les

précédents Mémoires aux fonctions transitives de cinq variables, puis

aux fonctions doublement transitives de six variables. C'est ce que
nous ferons dans les paragraphes suivants.

§ I. — Sur les fonctions qui sont transitives par rapport à cinq variables,

et intransitives par rapport à quatre.

Soient

(2 une fonction de cinq variables

X, y, z, u, v;

M le nombre de ses valeurs égales;

m le nombre de ses valeurs distinctes.

On aura

par conséquent

(0 mM = i'2.o.

Si d'ailleurs la fonction ù est transitive par rapport aux cinq variables

x,y, z, u, V, alors m sera encore le nombre des valeurs distinctes de li

considéré comme fonction des quatre variables j, 5, m, (^; donc /?? sera

un diviseur du produit
1 .2.3.4 = 24,

et le facteur 5 du produit

//I7¥=:i.2.3.4.5,

n'étant pas diviseur de w, devra diviser M. On aura effectivement

3ÏL étant le nombre des valeurs égales de Q. considéré comme fonction

des quatre variables 7, z, u, v. Cela posé, il résulte d'un théorème

énoncé dans la séance du i3 octobre {voir le théorème IV de la

OEuvres de C. — S. I, t. IX. 63
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page 36o) que le système des substitutions conjuguées qui n'altére-

ront pas la valeur de Cï renfermera des substitutions circulaires du

cinquième ordre. Soit P l'une de ces substitutions. Comme on peut

disposer arbitrairement de la forme des lettres propres à représenter

les diverses variables qui devront succéder l'une à l'autre en vertu de

la substitution P, rien n'empêchera d'admettre que ces variables sont

respectivement
^, y, ^, u, V,

et, par conséquent, on pourra toujours supposer

(2) r = {.T,y,:.,u,^').

Concevons maintenant que la fonction 12 soit tout à la fois transitive

par rapport à cinq variables, et intransitive par rapport à quatre. Alors

il arrivera de deux choses l'une : ou Q, considéré comme fonction des

quatre variables j, :;, w, (^, sera toujours altéré par toute substitution

distincte de l'unité, ou les quatre variables j, s, u, v se partageront

en deux groupes dépendants l'un de l'autre, et non permutables entre

eux (séance du 29 septembre), chaque groupe étant composé de deux

variables que l'on pourra échanger entre elles sans altérer la valeur

de £1. D'ailleurs, la composition de ces deux groupes sera inaltérable,

et par suite, dans le second cas comme dans le premier, toute substi-

tution qui déplacera deux Tau trois variables seulement altérera la va-

leur de 12. Cela posé, soit Hi le nombre des substitutions qui déplace-

ront / variables, sans altérer la valeur de 12. On aura, dans l'un et

l'autre cas, non seulement

mais encore
H^ — o, 7/3 = o.

Donc les substitutions qui n'altéreront pas la valeur de 12 se réduiront

à des substitutions régulières qui déplaceront quatre ou cinq variables

(séance du 8 décembre), et les nombres //,,, 7/5 de ces deux espèces de

substitutions seront liés au nombre 3/ des valeurs égales de 12 (séance
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du 10 novembre) par les deux formules

M = H, + 5,

desquelles on tirera

(3) /^5^4, H, = M-5.

Donc, dans l'un et l'autre cas, le nombre //g des substitutions circu-

laires du cinquième ordre qui n'altéreront pas la valeur de ù sera

égal à 4» et, en conséquence, ces substitutions ne pourront être que

les puissances
P, P^ V\ P*

de la substitution P. Ajoutons que, dans le premier cas, il considéré

comme fonction de quatre variables offrira 1.2.3.4, c'est-à-dire 24 va-

leurs distinctes, et qu'alors

( 4 ) . m = 24

sera encore le nombre des valeurs distinctes de Ù considéré comme

fonction transitive de cinq variables. Donc alors aussi on aura

_ . 1 20

24

et par suite, comme on devait s'y attendre, la seconde des formules (3)

donnera
^4 = 0.

Alors enfin, le système des substitutions conjuguées qui n'altéreront

pas la valeur de i2 se réduira au système

(5) I, P, P^ P^ P*

des diverses puissances de P.

Dans le second cas, où les quatre variables j, z, u, v se partageront

en deux groupes dépendants l'un de l'autre et permutables entre eux»

la seule substitution qui n'altérera pas la valeur de ù considéré comme

fonction de j, -, m, v sera le produit de deux facteurs circulaires du
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second ordre. Alors aussi, ù considéré comme fonction de quatre va-

riables offrira deux valeurs égales, par conséquent — ou 12 valeurs

distinctes, et

( 6 ) m =: 1 2

sera encore le nombre des valeurs distinctes de 12 considéré comme

fonction transitive de cinq variables. Donc, par suite, on aura

M= = I o,
12

et le nombre total H., des substitutions régulières du second ordre qui

déplaceront quatre des cinq variables œ, y, z, u, v, sans altérer (2, sera

égal à 5. Enfin, si l'on nomme Q celle de ces substitutions qui dépla-

cera les quatre variables j, z, u, v, elle pourra être déterminée (voir la

séance du 8 décembre, page 456) par une équation symbolique de la

forme

(7) Q = (p

a étant un nombre entier convenablement choisi, pourvu que, après

avoir assigné la même place dans P et dans P" à la variable x, on ré-

duise P et P'' à de simples arrangements. H y a plus : comme on tirera

de la formule (7)

Q'
l'équation

entraînera la suivante

Donc, puisqu'on ne pourrait supposer a = i sans réduire Q à l'unité,

on aura nécessairement
rt tn— r,

et la formule (7) donnera

(8) Q
P-^X f xvuzy

P y \xyzav
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ou, ce qui revient au même,

(9) Q = (7, ^')(^,«).

D'ailleurs, l'équation (8) pouvant s'écrire comme il suit

(10) QP-^P-'Q,

on en conclura généralement

(n) Q^P^'^rP^-u'/^Q^.

Donc les dérivées des substitutions P, Q pourront toutes être présen-

tées sous chacune des formes

En d'autres termes, le système des puissances de P sera permutable

avec le système des puissances de Q. Donc les dérivées des deux sub-

stitutions P, Q, dont l'une est du cinquième ordre, l'autre du second,

formeront un système de substitutions conjuguées dont l'ordre sera

2.5= lO.

Donc la fonction transitive Q, dont le caractère sera de n'être altérée

ni par la substitution

ni par la substitution

1 20
offrira effectivement ro valeurs égales, et par conséquent — ou

12 valeurs distinctes.

§ II. — Sur les fonctions gui sont transitives par rapport à cincj

et à quatre variables.

Conservons les notations adoptées dans le § I, et supposons d'ailleurs

que la fonction 12 soit transitive, non seulement par rapport aux cinq

variables 07, j, z, u, v, mais aussi par rapporta quatre variables j, z,
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M, ç^. Alors le nombre m des valeurs distinctes restera le même pour i2

considéré comme fonction de cinq, de quatre ou même de trois varia-

bles. Donc m sera un diviseur du produit

1.2.3 = 6;

et, puisqu'on ne pourra supposer le nombre m inférieur à 5 quand il

surpassera 2, m devra se réduire à l'un des termes de la suite

I, 2, 6.

D'autre part, on formera sans peine des fonctions de a?, j, s, u, v qui

offriront une ou deux valeurs distinctes. Il y a plus : il résulte des

principes qui servent de base à la théorie des équations binômes, que

l'on peut aussi trouver des fonctions de cinq variables qui offrent six

valeurs distinctes. Ajoutons que l'on peut encore arriver à cette con-

clusion de la manière suivante.

Nous avons déjà remarqué (§ I) que, si la fonction £} est transitive

par rapport aux cinq variables x,y, z, 11, v, la valeur de Q. ne sera point

altérée par des substitutions du cinquième ordre, dont l'une pourra

être supposée de la forme

(1) Vr=z{x,y,z,ii,v).

Si d'ailleurs la fonction £1 est transitive par rapport à quatre variables,

et offre six valeurs distinctes, en sorte qu'on ait

(2) /n = 6,

alors, considéré comme fonction de trois variables, O offrira encore six

valeurs distinctes, dont chacune sera toujours altérée par toute sub-

stitution qui déplacera seulement ces trois variables ou deux d'entre

elles. Donc, si l'on nomme Hi le nombre des substitutions qui déplace-

ront /variables sans altérer £2, on aura, comme dans le § I,

et, par suite,

^5= 4.
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Donc les substitutions qui déplaceront les cinq variables x, y, z, u, v

sans altérer (2, et qui devront être régulières (séance du 8 décembre),

se réduiront aux puissances de P distinctes de l'unité, c'est-à-dire à

p, v\ p^ p^

D'autre part, puisque 12, considéré comme fonction des quatre va-

riables y, s, w, V, offrira six valeurs distinctes, par conséquent quatre

valeurs égales, les substitutions distinctes de l'unité qui déplaceront

ces quatre variables, sans altérer 12, seront au nombre de trois seule-

ment, et ces trois substitutions, qui devront être elles-mêmes régu-

lières, pourront être représentées par les expressions symboliques

p> (p> (p>

c'est-à-dire qu'elles se réduiront aux suivantes

/ xz{>yu\ / xuyvz\ ^xvuzy\
\xyzuv )

^

\xyzuvj' \xyzuvj

que l'on peut écrire sous les formes

(y, -, «s «), (/,",<',-). {7,^){^,")-

Elles se réduiront donc aux trois puissances

de la substitution du quatrième ordre

(3)
.

Q=z{y,z,i',u) ^^
P

Ce n'est pas tout : comme l'équation (3) donnera

(4) QP = P'Q,

on en conclura

(5) Q^p/' = P2''/'Q^-.
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Donc les dérivées des substitutions P, Q pourront toutes être présen-

tées sous chacune des formes

et par suite le système des puissances de P sera permutable avec le

système des puissances de Q. Donc les dérivées des deux substitutions

P, Q, dont l'une est du cinquième ordre, l'autre du quatrième, forme-

ront un système de substitutions conjuguées, dont l'ordre sera

4.5 =1 30.

Donc la fonction transitive dont le caractère sera de n'être altérée ni

par la substitution

ni par la substitution

offrira vingt valeurs distinctes, et par conséquent — ou 6 valeurs

égales.

D'après ce qu'on vient de voir, lorsqu'une fonction transitive de

cinq variables 00, y, z, u, ç offre six valeurs distinctes, les substitutions

qui déplacent les quatre variables r, z, u, v sans altérer (i, et en lais-

sant X immobile, sont au nombre de trois. Mais il est clair que trois

substitutions semblables peuvent, sans altérer û, déplacer quatre va-

riables, en laissant immobile ou x, ou z, ou m, ou v. Donc le nombre

total Hj^ des substitutions qui déplaceront quatre variables, sans alté-

rer ùy sera
5.3 = i5.

Cette conclusion s'accorde avec les formules (3) du § I, dont la seconde,

jointe aux équations

m =: 6, M^= = 20,m
donne

^4== 20 — 5 :rrl5.

U est important d'observer que les quinze substitutions dont il s'agit
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se trouvent toutes comprises dans les trois formes symboliques

pj' UJ' Ip

desquelles on les déduit, en faisant coïncider successivement la variable

à laquelle on assigne la première place, dans la substitution P et dans

ses puissances, avec chacune des cinq variables ce, y, z, u, v.

FIN DU TOME IX DE LA PREMIÈRE SÉRIE.
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